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Nous avons tiré grand parti des Leçons d' Arithmétique 
de M. Jules Tannery. Ainsi, dans la théorie du plus grand 
commun diviseur algébrique, nous n'avons eu qu'à suivre 
cet ouvrage pas à pas ; dans plusieurs passages des chapitres 
IV et V, nous avons adopté (et supposé connue du lecteur) 
ridée qu'y donne M. Tannery du nombre arithmétique 
irrationnel. Signalons également l'admirable Introduction 
à la théorie des fonctions d'une variable du même auteur, 
à laquelle nous avons fait de fréquents emprunts. Enfin 
nous avons cherché, autant que possible, à nous inspirer 
de l'enseignement oral de ce maître auquel* nous devons 
tant et sans qui, à coup sûr, le présent livre n*aurait 
jamais vu le jour. 

Nous sommes heureux aussi d'avoir l'occasion de recom- 
mander aux lecteurs l'excellent Traité d'Aritlnnétiqne de 
M. llumberl. L'étude de l'arithmétique devant précéder 
celle de l'algèbre, ils y trouveront, aussi clairement expo- 
sées qu'il est possible, les idées purement arithmétiques 
que nous avons supposées acquises. 
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CHAPITRE I 



LES NOMBRES ALGÉBRIQUES ET LES POLYNOMES 



1. — NOMBRES ALGÉBRIQUES 

i . On dislingue, en algèbre, deux espèces de nombres : les 
nombres positifs et les nombres négatifs. 

Les nombres positifs sont les nombres considérés en arithmé- 
tique précédés du signe 4-, que Ton énonce plus. Exemples : 

5 r- 

-H 2, -^"^^ -hv3. On sous-entend souvent le signe -}- et 

on confond les nombres arithmétiques avec les nombres positifs. 
Ainsi on convient que 2 représente la même chose que -h 2. 

Les nombres négatifs sont les nombres considérés en 
arithmétique précédés du signe — , que Ton énonce moins. 

Exemples : — 2, — =■ » — v^3. 

On observera que les signes h- et — n'ont nullement, ici, le 
sens d'opération : on doit toujours les regarder comme attachés 
aux nombres arithmétiques qu'ils précèdent. 

Aux nombres ainsi définis, on adjoint le nombre zéro, qui 
n'est ni positif, ni négatif, et que l'on représente par le carac- 
tère 0. Au lieu de dire qu'un nombre est 0, on dit aussi que ce 
nombre est nul. 

On appelle valeur absolue d'un nombre algébrique le nombre 
arithmétique qui en fait la base. Un nombre algébrique est dit 
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entier, fractionnaire, rationnel ou irrationnel, suivant que sa 
valeur absolue est elle-même un nombre arithmétique entier, 
fractionnaire, rationnel ou irrationnel. Deux nombres algébri- 
ques sont dits égaux, lorsqu'ils ont la même valeur absolue et le 
même signe. Deux nombres algébriques sont dits opposés, 
lorsqu'ils ont la même valeur absolue et des signes contraires. 
Par définition, la valeur absolue de est 0; un nombre n'est 
égal à ou opposé à que s'il est lui-même 0. Deux 
nombres égaux à un troisième ou opposés à un troisième sont 
égaux entre eux. Deux nombres qui ne sont pas égaux sont 
dits inégaux. 

En algèbre comme en arithmétique, on représente les nom- 
bres par des lettres. La lettre a pourra donc représenter un 
nombre positif, nul ou négatif. On convient que la notation -\- a 
représente le même nombre que a, et que la notation — a 
représente le nombre opposé à a. Enfin nous représenterons 
par la notation \ a \ la valeur absolue de a. Ainsi, par 
exemple : 

si a représente -h3, -4-a représente -+-3, —a représente —3, \a\ représente 3 ; 
si a » —3, -ha » —3, —a » 4-3, \a\ » 3; 



SI a 



0, -ha 



0, —a 



0, lai 



0. 



Pour marquer que deux nombres a, b sont égaux , on écrit 
a = by ce qui s'énonce a égale b. a = b est une égalité; 
a s'appelle le premier membre ot b le second membre de l'égalité. 

Pour marquer que les deux nombres a et 6 ne sont pas égaux, 
on écrit a^b, ce qui s'énonce a différent de b. 



2. On fait sur les nombres algébriques des opérations analo- 
gues à celles qu'on fait sur les nombres arithmétiques. Nous 
allons construire leurs définitions de manière que les propriétés 
essentielles des opérations arithmétiques se conservent. 



1° Addition. 



3. On appelle somme algébrique de deux nombres algébriques 
a, b \e nombre algébrique c formé par la règle suivante : 



ADDITION 3 

Si a et 6 ont le même signe, la valeur absolue de c est la 
somme (arithmétique) de leurs valeurs absolues et le signe de c 
est leur signe commun. 

Si a et b ont des signes contraires (et ne sont pas deux 
nombres opposés), la valeur absolue de c est la différence 
(arithmétique) de leurs valeurs absolues et le signe de c est le 
signe de celui des deux nombres a, b qui a la plus grande 
valeur absolue. 

Si a et 6 sont deux nombres opposés, le nombre c est 0; et 
si Tun des deux nombres a^b est 0, le nombre c est égal à 
l'autre, qui peut être aussi 0. 

Le nombre c ainsi défini dans tous les cas se représente par 
a -h 6. Comme Tordre des deux nombres a, b n'intervient pas 
dans la défmition du nombre c, on a, quels que soient a et 6, 
l'égalité a-{-b = b-ha. 

Exemples : {-+- 5) -f- (-f- 7) = h- 12, 

(«5) + (~7) = -12, 
(-h7.)H-(— 8) = -+- 2, 
(-7)-f-(-h5) = - 2, 
(-h5)-+-(-5)= 0, 
(-+-5)-+. 0=4-5. 

Remarquons que zéro est le seul nombre qui, ajouté à un 
nombre, ne le modifie pas, et qu'il n'y a que deux nombres 
opposés dont la somme puisse être nulle. 

Ajouter ou additionner (algébriquement) a k b ou b k a^ 
c'est former la somme algébrique a-hb; l'opération qui 
consiste à trouver cette somme est une addition (algébrique). 

4. Nous allons justifier en quehiue soi^te les définitions qui 
précèdent en nous en servant pour établir le théorème do 
Chasles (ou de Mobius). 

Nous appellerons vecteur une portion de droite telle que les 
deux points qui la limitent ne jouent pas le même rôle : l'un est 
regardé comme Yorigine, l'autre comme Vextrémité. Au lieu de 
dire tout au long « le vecteur qui a pour origine le point A et 
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pour extrémité le point B », on dit simplement le vecteur AB, 
en énonçant d'abord la lettre qui désigne Torigine, puis celle 
qui désigne l'extrémité. 

Considérons la droite indéfinie a/x, qui porte le vecteur AB. 
On peut la parcourir dans deux sens opposés. Choisissons arbi- 
trairement l'un d'eux, a/x^ que nous 

, ^ nommerons le sens positif; par oppo- 

A B ^ sition, l'autre, xx^^ sera dit le sens 

négatif. Choisissons de plus une 
unité de longueur. Nous appellerons valeur algébrique du vec- 
teur AB et nous représenterons par la notation AB le nombre 
algébrique dont la valeur absolue mesure la longueur de la 
portion de droite AB, et dont le signe est -+- ou — , suivant 
que, pour aller de l'origine à l'extrémité du vecteur, on marche 
dans le sens positif ou dans le sens négatif. 

Les symboles AB et BA représentent donc toujours deux 
nombres opposés, en sorte que 

ÂBh-BÂ = 0. 

Cela posé, voici le théorème de Chastes : 

Quels que soient les trois points A, B, C situés sur /'axe x'x 
(on appelle ainsi une droite indéfinie sur laquelle on a choisi un 
sens positif), on a Végalité 



(i) 



AB -H BC = AC. 



Supposons le nombre AC positif. Il faut alors démontrer que 
la somme AB-+-BC est positive et qu'elle a pour valeur 
absolue AC. Or le point B peut être à gauche de A, ou entre A 
et C, ou à droite de C. Examinons successivement ces trois 
cas. 
Si le point B est à gauche de A, le nombre AB est négatif et 

le nombre BC est positif . C'est 
d'ailleurs ce dernier nombre 
qui a la plus grande valeur 
BC est donc positive. Sa valeur 



X' 



B 



absolue : la somme AB 
absolue est BC -— AB ou AC. 



ADDITION 5 

Si le point B est entre Â et C, les nombres AB, BC sont 

tous deux positifs : la somme 

i I AB-f-BG est également posi- 

tive. Sa valeur absolue est 
AB-hBC ou AG. 
Si le point B est à droite de C, le nombre AB est positif et 

le nombre BG est négatif. 

p jj 2 ' 3 ï^ Gomme dans le premier cas*, 

c'est le nombre positif qui a la 
plus grande valeur absolue : la somme AB •+- BG est donc 
positive. Sa valeur absolue est AB — BG ou AG. 

L'égalité (1) se trouve donc démontrée lorsque le nombre ÂG 
est positif. Nous laissons au lecteur le soin de faire la démons- 
tration lorsque ce nombre est négatif. Nous verrons bientôt le 
parti qu^on peut tirer de ce théorème. 

5. On appelle somme algéônque de plusieurs nombres 
a, b, c, ..., rangés dans un ordre déterminé, le nombre formé en 
ajoutant (algébriquement) le premier nombre au second, le 
résultat obtenu au troisième, le nouveau résultat obtenu au 
quatrième, et ainsi de suite. Gette somme algébrique se repré- 
sente par a-t- 6-+-c-f- ... 

Théorème. — La somme algébrique de plusieurs nombres 
reste la même quel que soit l'ordre dans lequel on les ajoute. 

On voit, en raisonnant comme en arithmétique, qu'il suffit de 
démontrer que la somme de trois nombres reste la même quand 
on échange les deux derniers : 

(i) a-f-6-hc = a-f-c + A. 

Tout revient à faire voir qu'on obtient le même résultat en 
ajoutant à un nombre successivement deux autres nombres ou en 
lui ajoutant leur somme effectuée. Gar on aura dès lors 
a-hé-f-c = a-+-(6-t-c), a + c-^b =a-h((?-+-^), et, comme 
6 -^- c = c -h 6, l'égalité (i) se trouvera démontrée. 

Pour établir l'égalité a-J^b^c = a -f- (6 -f- c) , prenons 
sur un axe afx un point A ; puis appelons B le point de l'axe 
tel que AB = a, G le point de l'axe tel que BG = ^, enfin 
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6 .NOMBRES ALGÉBRIQUES 

D le point de Taxe tel que CD = c. En vertu du théorème 
de Ghasles, on a les égalités 



a H- 6 = AB H- BG = AC, 

a^b-hc = ÂG-hCD = AD; 

6-+-C = BC-1-GD = BD, 

a -h (ô + c) = ÂB -h BD = ÂD. 
On a donc bien Tégalité a-h b-^ c = an- (6'-}- c). 

De ce théorème on conclut, comme en aritlimétique, qu'on ne 
change pas la valeur d'une somme aigébriqué en y remplaçant 
' plusieurs termes par leur somme effectuée^ et qu'on a, en parti- 
culier, régalité 

a-l-6 + cH-rf-h... :i=a-i-(6-|-c-f-d-+-...)- 

6. Soit a -h 6 -h c -h c? -h . . . et a' h- 6' -+- c' -4- d' + . . . 
deux sommes de n termes. Si les nombres a\ b'^ c\ d'y ... sont 
opposés respectivement aux nombres a, ô, c, rf, ..., les deux 
sommes sont également deux nombres opposés. 

Considérons d'abord deux sommes de deux termes : 

,ç = a -h 6, s' = a' -h b'. 

Si a et ô ont le même signe, a' et b' ont aussi le même signe : 
s ci s' ont donc tous deux pour valeur absolue | a | -f- | 6 i . 
Mais 5 a le signe de a, s' le signe de a', s et s' sont donc 
deux nombres opposés. — Supposons maintenant a et ô de 
signes contraires, et | a | > | 6 | . a' ci b' sont aussi de 
signes contraires, et par suite * et s' ont tous deux pour valeur 
absolue \ a \ — | ^ | . Mais 5 a le signe de a, s' le signe 
de a'. On a donc encore s' = — 5. 

Le théorème se généralise facilement. Ainsi les sommes 

a + 6 -hc, a' -h ^' -H c' 

sont égales à s -h c, s' -h d : ce sont deux nombres opposés 
d'après ce qui précède. On passera de même du cas n = 3 au 
cas n = 't, et ainsi de suite. 
Ce théorème se traduit par l'égalité 

— a-h ( — ^)H-( — c)-4- ... = — (a-f-6-f- c4- ...)• 
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2<> Soustraction. 



7. Etant donné deux nombres a et b, il existe un nombre c et 
un seul tel qu'on ait 

(1) a = b'hc. 

En admettant que le nombre c existe , il est aisé de le calcu- 
ler. En effet, ajoutons — b ' aux deux membres de (1); nous 
aurons 
a-f-{--6) = (6-^c)-h(-6) = c-h[b-^{^b)] = c-hO= c. 

Le nombre c, s'il existe, est donc unique. Il est maintenant 
facile de vérifier qu'en ajoutant à ^ le nombre c = a -f- ( — b) 
que nous venons de calculer, on trouve comme somme a. On a, 

en effet, 

à-h[a-h{—b)] = a -H [// + (— ô)] = a-hO = a. 

Nous appellerons ce nombre c l'excès algébrique du nombre a 
sur le nombre b. On V obtient en ajoutant à a le nombre — 6, 
et on le représente par a — b. Pour marquer que c est l'excès 
algébrique de a sur 6, on peut écrire indifféremment 

a^^b~hc ou c = a — b, 

/îefrancAer ou *0M5irair<j (algébriquement) 6 de a, c'est calcu- 
ler le nombre a — b. L'opération qui consiste à trouver ce 
nombre est une soustraction. On désigne souvent, sous le nom 
un peu vague de différence entre les deux nombres a et 6, 
l'un quelconque des nombres a — b ou b — a. La difl'é- 
rence entre deux nombres égaux est nulle et réciproquement. 
n n'y a pas, en algèbre, de différence essentielle entre l'addi- 
tion et la soustraction : retrancher le nombre b revient à ajouter 
le nombre opposé — b. Par suite, il n'y a pas lieu de distin- 
guer en algèbre les sommes algébriques et les expressions de la 
forme a±b±c±d^ indiquant des additions et des sous- 
tractions à effectuer, dans un ordre déterminé, sur des nombres 
donnés a, é, c, d. Par exemple, l'expression a — 6-+-.C — d — e 
représentera la somme algébrique des nombres 

a, — 6, -f- c, — d, — e. 
Poui^ retrancher d'un nombre a une somme A 4- c -f- d, on 
peut ajouter au nombre a les termes de la somme changés de signe. 
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En eifet, on a 

a — (6 H- c -4- d) = a -♦- [— (A -h c -f- rf)] 
= aH-[(^6)-i-(-c) + (-d)l=aH-(-6) + (-c)-4-(-rf). 

8. Comme application de ce qui précède, donnons un nou- 
vel énoncé du théorème de Chasles. Choisissons suf un axe x'x 
un point arbitraire 0, «jue nous appellerons Yorigine, La posi- 
tion d'un point A de T-axe est déterminée quand on connaît la 
valeur algébrique OA = a du vecteur OA; a s'appelle 
Yahscisse du point A. Quel que soit le nombre algébrique a , il 
y a un point et un seul de Taxe ayant a pour abscisse. Cela posé, 
le théorème de Chasles^peut s'énoncer ainsi : 

La valeur algébrique d'un vecteur quelconque est égale à 
Vabscisse de son extrémité moins V abscisse de son origine. 

En efifet, considérons le vecteur AB d'origine A et d'extré- 
mité B. On a, en vertu du théorème de Chasles, 

ÔB = ÔA -H ÂB, 

et par suite 

AB = ÔB — ÔA. 

9. Terminons enfin par deux remarques souvent employées. 

\.^ La valeur absolue d'une somme de plusieurs nombres est 
au plus égale à la somme des valeurs absolues de ces nombres. 

Tout d'abord s'il n'y a que deux nombres a, 6, on a, d'après 
la définition même de a -h 6, 

et, pour que l'on ait une égalité, il faut et il suffit que a et 6 
soient de même signe. Du cas de deux nombres, on s'élève au 
cas de trois, quatre, ... nombres. Considérons par exemple trois 
nombres a, 6,c. On a, d'après ce que nous venons de voir, 

|a + 6-t-cK|a-|-6l-H|c|, 
|a + 6|<|al-4-|6|; 
d'où la4-*4-c|<|a|-h|6|-h|c|. 
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et, pour qu'on ait une égalité, il faut et il suffit que les trois 
nombres «, é, c aient le même signe. 

2*> La valeur absolue de la somme ou de la différence de deux 
nombres a et 6 est au moins égale à la différence des valeurs 
absolues de ces nombres. 

Supposons I a I > I 6 I . On a, d'après la définition même 
de a -h 6, 

aH-6|>|a|^|6|, 



et, pour qu'on ait une égalité, il faut et il suffit que a et ^ 
soient de signes contraires. Gomme a — 6r=aH-(— 6), et 
que 6 et — b ont la même valeur absolue, on a aussi 

\a-'b\>\a\-\b\, 

et, pour qu'on ait une égalité, il faut et il suffit que a et 6 
soient de même signe. 

30 Multiplication. 

10. On appelle ;>rodMi7 de deux nombres algébriques le nombre 
algébrique dont la valeur absolue est égale au produit des va- 
leurs absolues des facteurs et dont le signe est -^- ou — , suivant 
que les deux facteurs ont ou non le même signe. Par définition, 
le produit de deux nombres, dont l'un est nul, est nul, quel 
que soit l'autre. Observons que, réciproquement, le produit de 
deux nombres ne peut être nul que si l'un des deux nombres 
l'est. Observons aussi que le produit d'un nombre par 1 est ce 
nombre. 

Nous indiquerons le produit de a par b par l'une des nota- 
tions a X *j ou a.é, ou a6 ; la dernière est la plus usitée. 
Comme l'ordre des deux nombres a, b n'entre pas dans la défi- 
nition de leur produit, on a, quels que soient a, ô, l'égalité 
ab = ba. Une autre conséquence de cette définition, c'est que 

( — a)b = — abf ( — a)( — b) = ab. 

Ainsi, lorsque dans un produit de deux facteurs, on change le 
signe de l'un des facteurs, le produit change de signe sans chan- 



m^ 



• % 



10 NOMBRES ALGÉBRIQUES 

ger de valeur absolue; lorsque, dans un produit de deux facteurs, 
on change à la fois les signes des deux facteurs, le produit ne 
change pas. 

Exemples : (-+- 5)(-+- 7) qp H- 35 

(— 5)(— 7)=-h35 
'(-hS)(— 7)= — 35 
(^5)(^7)=-35; 
0x^ = 0, quel que soit b ; 
lX(-7)=-7. 

Multiplier a par b ou b par a, c'est former le produit ab ; 
l'opération qui consiste à trouver ce produit est une multiplica- 
tion (algébrique). 

11. Pour justifier en quelque sorte la définition qui précède, 
nous allons nous en servir pour établir la formule du mouvement 
uniforme» 

Unmobile semeut sur une droite indéfinie^ d'un mouvement uni- 
forme^ avec une vitesse donnée et dans un sens donné. Connais- 
sant sa position A à une certaine époque {que nous appellerons 
l'origine des tejnps)^ trouver sa position M à une autre époque 
quelconque donnée. 

Choisissons sur la droite : 1<» un sens positif a/x ; 2" une ori- 
gine des abscisses 0. Soit v le nombre ayant pour valeur abso- 
lue la vitesse du mobile et pour signe le signe -t- ou le signe —, sui- 
vant que le mobile marche dans le sens positif ou dans le sens 
négatif. Soit a Tabscisse OA de la position A du mobile à Tori- 
gine des temps. Soit enfin t le nombre ayant pour valeur abso- 
lue Tintervalle de temps qui sépare Toriginedes temps de l'époque 
à lacjueile on veut déterminer la position du mobile, et pour 
signe le signe -f- ou le signe — , suivant que cette époque est 
postérieure ou antérieure à l'origine des temps : u, a, t sont les 
données du problème. Prenons maintenant pour inconnue x 
l'abscisse OM de la position cherchée M du mobile. 

Le théorème de CKasles fournit la relation x = a -f- AM . 
Montrons qu'on a, dans tous les cas : AM = uf . En effet, le 
nombre qui mesure AM est la valeur absolue de vt: toutrevient 
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donc à vérifier que AM et vt ont le même signe. Or, si test 
positif, le signe de vt est le signe de v; d'autre part, le mobile 
va de A en M : le sens AM sera donc le sens positif ou le sens 
négatif, suivant que v sera positif ou négatif. Si t est négatif, 
le signe de vt est le signe de — u ; dans ce cas, le mobile va 
de M en A ; le sens MA est le sens positif ou le sens négatif 
suivant que v est positif ou négatif, et le sens AM.est le sens 
positif ou le sens négatif suivant que — v est positif ou néga- 
tif. -On a donc AM = v/, et par suhe x = a-\- vt. Telle est 
la formule du mouvement 4iniforme. 

12. On appelle produit algébrique de plusieurs nombres 
a, ô, c, d, e, rangés dans un ordre déterminé, le nombre formé 
en multipliant (algébriquement) le premier nombre par le se- 
cond, le produit obtenu par le troisième, le nouveau produit 
obtenu par le quatrième, et ainsi de suite. Ce produit se repré- 
sente par ax6xcxrfx«, ou par a.ô.c.rf.e, ou sim- 
plement par abcde. Les nombres a, 6, c, rf, e s'appellent les 
facteurs du produit. Pour qu'un produit de facteurs soit nul, il 
faut et il suffit que l'un au moins des facteurs le soit. 

Il est aisé de conclure de cette définition : 1° que la valeur 
absolue d'un produit de plusieurs facteurs est le produit (arith- 
métique) des valeurs absolues de ces facteurs ; 29 que ce produit 
(aucun facteur n'étant nul) est positif si le nombre des facteurs 
négatifs est pair et négatif si le nombre des facteurs négatifs 
est impair. De là résulte que le produit de plusieurs nombres 
est indépendant de leur ordre. Par suite, on ne change pas hi 
valeur d'un tel produit en y remplaçant plusieurs l'acteurs par 
leur produit effectué. On a, en particulier, l'égalité 

abcde = a X (bcde). 

13. Produit d*ttne somme par un nombre. — Pour multiplier 
par un facteur donné la somme de plusieurs nombres arithmé- 
tiques, il suffit de multiplier chaque terme de la somme par le 
facteur dont il s'agit et d'additionner lès produits obtenus. La 
somme de plusieurs nombres algébriques jouit de la même [)ro- 
priété. 
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Supposons que la somme n'ait que deux termes. Soit à multi- 
plier a 4- ^ par m. Appelons A, B, M les valeurs absolues de 
a, 6, m. Si a et ô ont le même signe, a-^ b aura ce signe; 
les nombres am^ hm, am -h àm, {a -+- b)m auront tous le 
même signe; les deux derniers ont pour valeurs absolues 

AM-hBM et (A-i-B)M; 

ces valeurs absolues sont égales : donc am -+• ôm = (a -+- b)7n. 
Si a, b sont de signes contraires, et si A > B, a-h b aie 
signe de a : les nombres am, (a-+-ô)m, am + bm ont le 
même signe, car on a \ am \ > \ bm \ . D'ailleurs les deux 
derniers nombres ont pour valeurs absolues 

(A — B)M et ^ AM — BM. 

Ces valeurs absolues sont égales : donc (a'\'b)m = am h- bm. 
Lorsque l'un des nombres m, a, 6, a + b est nul, la propo- 
sition est évidente. 

Supposons maintenant qu'on multiplie une somme de trois 
termes par un nombre; on aura 

(a -h 6 -h c)m = (a -h b)m -+- cm = am -f- èm -+• cm. 

Du cas de trois termes, on passe de même au cas de quatre 
termes, etc. 

Il est souvent avantageux de mettre, inversement, la somme 
am-h A7?i-f-cm-|- ... sous la forme (a + ô-hc-f- ...)m. Cest 
ce qu'on appelle mettre le nombre m en facteur commun. En 
particulier, la somme a -h a peut s'écrire 

iXa-hlXa = (1 -t-i)a = 2a; 

la somme a -+- a -t- a peut s'écrire 3a, et ainsi de suite. 

On démontre maintenant, comme en arithmétique, que le 
produit de plusieurs sommes est la somme des produits partiels 
que Ton obtient en prenant, de toutes les manières possibles, un 
terme et un seul dans chacun des facteurs, et en multipliant 
entre eux les termes ainsi choisis. Le nombre de ces produits 
partiels est le produit des nombres de termes des différents fac- 
teurs. 
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40 Division. 

14. Étant donné un premiernomhre a quelconque et un second 
nombre b différent de 0, il existe un troisième nombre q tel que 

(!) a=zbq, 

et il n'en existe qu'un. 

En effet, désignons par b' le nombre algébrique dont la valeur 
absolue est l'inverse de la valeur absolue de b et dont le signe 
est le signe de b. On a évidemment ^^' = -t- 1. Ce nombre b' 
s'appelle Vinvene (algébrique) de b. Cela posé, en admettant 
que le nombre q existe, il est aisé de le calculer. Pour cela, 
multiplions par b' les deux membres de l'égalité (i) ; nous 
aurons 

ab' = (bq)b' = q[bb') = qxi = q. 

Le nombre q^ s'il existe, est donc unique. 

Il est maintenant facile de vérifier qu'en multipliant b par le 
nombre q = ab' que nous venons de calculer, on trouve 
comme produit a : 

bxab' = axbb' = a>::l = a. 

Ce nombre q s'appelle le quotient algébrique de a par b, ou le 

a 
rapport de a k b. On le représente par la notation -j-- Pour 

marquer que q est le quotient de a par b, on peut écrire à 
volonté 

a = bq ou ^ = — .. 

'Diviser un nombre a par un nombre b, c'est calculer le quo- 
tient de a par b; lopération qui consiste à trouver ce quotient 
est une division; a est le dividende et b le diviseur. Le nombre 

-7- est nul pour a = 0, et seulement dans ce cas; pour 



a 
a ^f: 0, il a pour valeur absolue le quotient arithmétique -— r- 

et pour signe 4- ou —, suivant que a et b sont de même signe 
ou de signes contraires. 
Observons encore que, quels que soient les nombres a et b, 
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h h -^h h —A b 

Kri/hit m éta» i un rKnritire difféi^nt de zéro, on a régalîté 
i ( a b c \ 

\ m m m / 

ViiU't* ('ÂtlU'Ariutnïonu'diionf c'est mettre m en f tuteur, 

16. l/cxprofwion -.- (éyiO) s'appelle aussi une fraction 

a/t/f^hrif/uff; a est le» numérateur^ b le dénominateur. Les frac- 
liriiiN al^r^'liriques ont les mêmes propriétés que les fractions 
}iri(liniétl(|iH*tt : 

I" Lu Viiloiir d'une fraction algébrique ne change pas quand 
(Ml multiplin ou qu'on divise ses deux termes par un même 
iKinihro m différent de zéro. 

MonlronHcpie les deux fractions — » -^ — sont égales. Appelons 

(Ml (*IV(»l Y la val(Mir de la première ; on a 

ri bq^ d'où am =i bqy<m = bmxq : 

7 ('si donc aussi la valeur de la seconde fraction. Cette propo- 
Niliou pcrnuH de réduin^ plusieurs fractions au même dénomi- 
iiahMir. (Ml multipliant l(\s (hnix termes de chacune d'elles par 
le produit des d('iu>iuinatoui*s de toutes les autres. 
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i' Soi! - •• -7-» -7— [b -t. 0) des fractions avant même 
b b b ^ ^ 

donotuinattMir. \ah\v somme est la fraction ; car, 

M l'on appelle </» q\ </' leurs valeurs respectives, on a 

rt Ay» a - bg\ a' = bq", 

d où ri -i «l -i-rt' = byq -\-q -^q^), 

:î' 1.0 ptxUuit doii fnunions -r-* ---• -—- ibb'b'^0^ est 

bob 

1,^ tnuMiou ^\ \ — T-ar» en apiH^ant V* 9- 9 leurs valeurs. 

.» - *• ', il = /. ; . tï =• /'/, 
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d'où aa'a" = bb'b'xqq'q'. 

m 

On conclut de là que le quotient d'un nombre k par une 
fraction — (ab z^ 0) est le produit de k par la fraction 

inverse — » puisque le produit de k — par -j- est k. 

4** -7-> -T7> — étant des fractions égales, et m, wi', m" desnom- 

bres tels que mb-\-mb''^nvb'':±Q^ la fraction —, -rr, m, 

^ mb-^m'b'-Jf-m'b" 

est égale aux précédentes. 

Car, en appelant q leur valeur commune, on a 

a = bq, a! = b'q^ a' = b''q, 

d'où ma 4- m'a' -h mV = [mb -t- m'6' + m^t^jç. 

5^ Élévation aux puissances. 

16. On appelle puissance m"*"* d'un nombre a {m étant un 
entier supérieur à 1) et On représente par a"" le produit do m 
nombres égaux à a; m s'appelle Vexposant de la puissance. 
Elever a à la puissance m, c'est calculer a"*. Les puissances 
2« et 3« d'un nombre s'appellent, pour des raisons géométriques 
connues, le carré et le cube de ce nombre. Par délinition, 
a^ = a; mais on sous-entend d'ordinaire Texposant 1. Si a 
est négatif, a"» est positif ou négatif suivant que m est pair ou 
impair. En particulier, (— l)"* = -|-i ou — i, suivant 
que m est pair ou impair. Si m est pair, ( — a)"' = a"'; si 
m est impair, ( — a)*" = — a'". 

On démontre, comme en arithmétique, les égalités 

et, plus généralement, 

^m y^ gni' v^ fj^n." X • • • = a"«-l-m'-f-m"4- ■ • • 

a"* i 

— y (a 96 0) = a"'"^ ou — p^ > suivant que w est supé- 

rieur-ou inférieur à p; 
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a« X a'"* X a""* = {oa'aY ; 






m 
m 



Enfin, on vérifie aisément les égalités 

(a -t- bf = a« + 2a6 4- /;*, 
et, plus généralement, 

[a + b-\ h/j' = a'-l-6*H H/*H- 2(flô-f-acH h A/) ; 

(a 4- 6)' = a' + 3a26 -i- Saô^ -+- ô* ; 
{a — by = a» — 2a6-f-6*; 
(a — 6)» = a» — 3a** -+- 3a6» — b^ ; 
(a — 6)(a-+-ô) = a«— 6«. 

6° Extraction de racines. 

17. On démontre en arithmétique que, quel que soit le nombre 
arithméti<|ue a, il existe un nombre arithmétique b et un 
seul tel que ô"* = a, et on écrit b = ^ô^ En algèbre, une 
({uestion se pose : a étant un nombre algébrique quelconque, 
y a-t-il un ou plusieurs nombres dont la puissance m'**"* soit 
égale à a? 

En premier lieu, supposons m impair. Si a est positif, appe- 
lons b sa racine m"'"* arithmétique : le nombre positif b ré- 
pond à la (juostion, et il est le seul, car la puissance m**"»* d'un 
nombre négatif est négative. Si a est négatif, aucun nombre 
positif ne répond à la question. Soit —6' un nombre négatif 
répondant à la (luestion. On a (—*')'" = ^> ^^ ^'"* = — a, 
de sorte que b' •= 7 — «• Inversement, la puissance m"*"* de 
— "y — a est bien égale à a. Il y a donc, dans le cas actuel, un 
nombre et un seul répondant à la question, à savoir — 'î^ — a. 

Supposons m pair. Si a est négatif, il n'existe aucun nombre 
dont la puissance m'^'"* soit égale à a. Si a est positif, appe- 
lons encore b sa racine m'*"** arithméti(iue. Parmi les nombres 
positifs, b répond à la question et il est le seul. Soit — *' un 
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nombre négatif répondant à la question. On a ( — 6')"* = «» 
ou é'*" = a. Donc b' = b. Inversement, la puissance m""** 
de — b est bien égale à a. Il y a donc, dans ce cas, deux 
nombres dont la puissance m**^* soit a, à savoir ±: Va. 

Si Ton convient d'adopter dès maintenant une terminologie 
qui sera expliquée plus tard, on peut résumer ainsi les résultats 
qui précèdent : 

Pour m impair, l'équation ar*" = a admet une racine et 
une seule : +V« si a est positif, — 7— « si a est 
négatif. 

Pour m pair, Téquation a?"» = a n'admet pas de racine si 
a est négatif; elle en admet deux, diVâ, si a est positif. 

Remarque. — Lorsque m est impair et a négatif, on écrit 
souvent *Vâ pour — V — a. Mais, quand on introduit ce 
symbole dans des calculs, on ne doit pas oublier qu'il a le sens 

de — 7:=rï. 

Exemple : a étant négatif et b positif, on a 

Si l'on avait appliqué, sans précautions, les règles de calcul des 
radicaux arithmétiques, on aurait écrit 

V^x^fb = tr^xVb^ = V5^, 

ce qui est faux. 

Remarquons encore que, en supposant m pair, a négatif, 
b positif, on a 

Inégalités. 

18. a et 6 étant deux nombres arithmétiques distincts, pour 
que a soit plus grand que b (ou que b soit plus petit que a), 
il faut et il suffit que la différence (algébrique) a — b soit po- 
sitive. Dès lors, a et 6 étant deux nombres algébriques quel- 
conques, différents l'un de l'autre, nous dirons que a est plus 
grand que b (ou que b est plus petit que a) si la différence 

Con ET RiBM. — Traité d algèbre. 2 
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a — b est positive. Cette définition est légitime, car, si a — b 
est positive, b — a est négative, en sorte que, si a est plus 
grand que 6, b n'est pas plus grand que a. A la place des 
mots plus grand, plus petit, on emploie, comme en arithmé- 
tique, les signes >, <. Ainsi a>6, b<^a veulent dire que 
a est plus grand que b ou que b est plus petit que a; a est le 
premier membre^ b le second membre de Vinégalité a^b. 

D'après cela, un nombre positif est plus grand que et que 
tout nombre négatif; un nombre négatif est plus petit que et 
que tout nombre positif; de deux nombres négatifs, le plus 
grand est celui qui a la plus petite valeur absolue : 

— 5> — 7, car -5_(— 7) = — 5-h7 = -h 2. 

Il revient au même de dire qu'un nombre a est positif ou 
d'écrire a > ; de dire qu'un nombre a est négatif ou d'écrire 
a<0. 

Deux inégalités sont dites équivalentes^ quand chacune d'elles 
est une conséquence de l'autre. Les deux inégalités a>>ô, 
a — ô > sont équivalentes ; il en est de même des deux iné- 
galités a<ib^ a — ^ < 0. Deux inégalités équivalentes à 
une troisième sont équivalentes entre elles. 

19. Nous allons démontrer trois principes sur les inégalités : 

1- Quand on ajoute un même nombre aux deux membres d'une 
inégalité^ on obtient une seconde inégalité équivalente à la pre- 
mière . 

Ainsi, les deux inégalités a>-6, a-i-c>ô-f-c sont 
équivalentes : en effet, elles équivalent toutes deux à l'inégalité 
a — 6>0. 

Ce principe permet de faire passer un terme d'un membre 
d'une inégalité dans l'autre : on efface ce terme dans le membre 
oii il est et on l'écrit dans l'autre avec un signe contraire. Par 
exemple, l'inégalité a-^b — c^ d — e équivaut à l'inégalité 
a— d '^ c — b — e; on passe de la première à la seconde en 
ajoutant les nombres — ô, -h c, — d à ses deux membres 
et en supprimant ensuite, au premier membre, les nombres 
opposés 4- A, — b et les nombres opposés -f-c, — c; 
au second membre, les nombres opposés -f- rf, — d.- 
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i? Si l'on multiplie ou si Von divise par un même nombre dif- 
férent de les deux membres d'une inégalité ; si^ en outre, on a 
soin de garde?' le sens de Vinégalité si ce nombre est positifs de le 
changer au contraire si ce nombre est négatifs on obtient une se- 
conde inégalité équivalente à la première» 

Ainsi, soit m un nombre différent de 0. L'inégalité (1) a > ^ 
équivaut à (2) ma > mô, si m est positif ; à (3) ma < mb, 
si m est négatif. 

En effet, si la différence a — b est positive, le produit. 
m[a — b) = ma — mb est positif si m est positif et négatif si 
m est négatif. Réciproquement, si le produit m{a — b) est 
positif ainsi que le premier facteur m, il en est de même du 
second a — b; si le produit m{a — b) est négatif ainsi que 

le premier facteur m, le facteur a — b est positif. 

a c 
D'après cela, Tinégalité — > ■^{bd:ptO) équivaut à 

ad > bc ou à ad < 6c, suivant que bd est positif ou néga- 
tif. Elle équivaut en tout cas à l'inégalité a6rf2 > cdb^ obtenue 
en multipliant ses deux membres par le facteur positif b^d*. 

3<* Des inégalités de même sens a^ b, a' > b\ a" >> b" 
on peut conclure Vinégalité a-^ a' -\-a" >b -^ b' -hb". 

Car, si les nombres a — 6, a' — 6', a" — b" sont positifs, 
leur somme 

(a_ô)4.(a'-6')-h(a"— ô'O = a -^ a' -^ a" ^ {b' -^ b' -^ b") 
est également positive. Si l'on a a^ b, a' > b\ a* > b", 
on a, par cela même, a h- a' -+- a" > ô h- 6' -h 6'' ; et la 
somme a -4- a'-h a' ne peut être égale à la somme ô-h // -+- // 
que si Ton a simultanément a -= a', b = b', c = c'. 
D'après cela, les inégalités a> b, b^c entraînent l'inégalité 
a H- A > ô -i-*c, ou a> c. De même, les inégalités a^ b, 
&> c entraînent l'inégalité ay- c. 

On démontre, en arithmétique, d'autres principes sur les iné- 
galités, ceux par exemple qui permettent de multiplier membre 
à membre plusieurs inégalités de même sens, ou d'élever à une 
même puissance les deux membres d'une inégalité. Ces principes 
ne sont pas applicables en algèbre. 
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Toutefois, en élevant à une même puissance impaire^ m, les 
deux membres d'une inégalité, 

(1) * a>b, 
on obtient une inégalité équivalente 

(2) a"* > 6"«. 

En effet, si a est > 0, que b soit > ou < 0, il est 
clair que (1) et (2) sont équivalentes. Supposons a < ,n 
alors Tinégalité (1) exige que b soit < 0, et en outre que Ton 
ait I a I < I é I , d'où | a*" | < | 6"* | ; comme d'ailleurs 
a»" et b"" sont tous deux négatifs, on voit que (2) est une con- 
séquence de (1). Inversement, (1) est une conséquence de (2). 
Donc (i) et (2) sont équivalentes. 

Formule du binôme de Newton. 



20. Nous résoudrons d'abord trois problèmes qui serviront dans 
la recherche de la formule du binôme. 

I. Arrangements. — Étant donné m objets différents, si Ton en 
prend p et qu'on les place les uns à côté des autres sur une ligne 
droite, on obtient ce qu'on appelle un arrangement de ces m objets 
php: deux arrangements sont regardés comme distincts s'ils dif- 
fèrent soit par la nature, soit par l'ordre des objets. 

Ainsi les arrangements des lettres a, 6, c deux à deux sont ab, ac^ 
btty &c, C(z, cb. 

Le nombre des arrangements de m objets p k p s'indique ordi- 
nairement par la notation AS,. Quelle est la valeur de Afe ? 

On a évidemment A}„ = m ; tout revient à trouver une relation 
entre Aï, et AJr* (p > i). Pour cela, imaginons qu'on ait formé 
tous les arrangements de m objets p — 1 à p — 1, et plaçons 
successivement à la suite de chacun d'eux chacun des m — jj-+- i 
objets qui n'y entrent pas : nous obtiendrons A{;r*(w» — p -4- 1 ) 
arrangements des m objets p à p. On a formé de la sorte tous les 
arrangements p à p et chacun une seule fois. En effet : 

1° In arrangement quelconque papa été formé, car un tel 
arrangement peut s'obtenir en plaçant le dernier objet à la suite de 
l'arrangement formé par les p — 1 autres. 

2° Deux quelconques des arrangements que l'on a obtenus sont 
distincts : car s'ils proviennent du même arrangement p — 1 à 
p— 1, ils diffèrent par la nature du dernier objet, et s'ils pro- 
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viennent de deux arrangements différents p — i à J9— 1, ils 
diffèrent au moins soit par la nature soit par Tordre des p — 1 
premiers objets. 
Nous avons donc démontré la formule 

En y faisant p = 2, on trouve 

AÎ, = Ai,(m — 1) = m[m— 1) ; 
en y faisant p = 3, on trouve 

Aï. = Aî.(m - 2) = m[m — l)(m - 2) ; 
et ainsi de suite. En général 

A£ = m{m — i)(m — 2)...(m — p -|- 1). 

Ainsi, le nombre des arrangements distincts de m objets pris p à p 
est le produit de p nombres entiers consécutifs dont le plus grand 
est m. 

H. Permotations. — Si, dans la formule précédente, on fait 
p=zm, on obtient le nombre des arrangements de m objets m km. 
Ces arrangements, dans lesquels figurent tous les objets, se nom- 
ment des permutations. Si on désigne leur nombre par Pm, on a 

Pm= 1.2.3... m. 

Ainsi, le nombre des permutations de m objets distincts est égal au 
produit des m premiers nombres entiers. 

III. CombinalsoiiB. — On appelle combinaisons de m objets dis- 
tincts php les résultats que l'on obtient en associant ensemble p 
quelconques des m objets considérés, ces résultats différant au 
moins par la nature d'un de ces objets. 

Ainsi les combinaisons des lettres a, b, c deux à deux sont ab, 
aCy bc. 

Le nombre des combinaisons de m objets php s'indique ordi- 
nairement par le symbole CJ,. Pour calculer Cft, nous chercherons 
une relation entre AJi, P;, et CJ». 

Imaginons qu'on ait formé toutes les combinaisons distinctes 
de m objets p h p, et permutons de toutes les façons possibles les p 
objets qui figurent dans chacune de ces combinaisons ; nous obtien- 
drons CSiXPj» arrangements des m objets p à p. On a formé de la 
sorte tous les arrangements p à p et chacun une seule fois. En 
effet : 

l» Un arrangement quelconque p à p a été formé, car les p ob- 
jets qu'il contient figurent dans une combinaison php, et comme 
on a formé toutes les permutations de ces p objets, on a obtenu l'ar- 
rangement considéré. 



r 
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2° Deux quelconques des arrangements obtenus sont différents: 
car, s'ils proviennent de la même combinaison, ils diffèrent par 
l'ordre des objets, et s'ils proviennent de deux combinaisons diffé- 
rentes, ils diffèrent au moins par la nature d'un objet. On a donc 

d'où 

QP __ A^ _ na(m— i)(m — 2) ... (m— p-f-i) 
"* P^ ~ 4.2.3.:.p 

Ainsi , le nombre des combinaisons de m objets p à p s^obtient en 
divisant par le produit des p premiers nombres le produit de p 
nombres entiers consécutifs dont le plus grand est m. 

Remarquons, en terminant, que le nombre des combinaisons de m 
objets p à p est égal au nombre des combinaisons de m objets 
m — p à m — p : car, si Ton a m objets et qu'on associe en- 
semble p de ces objets, il en reste m — p; à chaque groupe de p 
objets correspond donc un groupe et un seul de m — p objets, 
et réciproquement. On a donc bien 

Il est d'ailleurs facile de vérifier l'égalité des deux nombres 

rp _ m{m — i){m — 2) ... (m— pH-i) 
•" "" 1.2.3 ...p 

rm-p - ni(m-l)(m~2) ... (p-hi) 
'" ~ 1.2.3 ... (m—p) 

Dans la pratique, lorsqu'on veut calculer le nombre des combi- 
naisons de m objets p h p^ on emploie la première ou la seconde 
de ces formules, suivant que p est inférieur ou supérieur à w — p. 

Les deux formules sont identiques quand p = m—p, c'est-à- 
dire quand m est pair et p = — • 

Exemples : . • 



Formule du binôme. 

21. m étant un entier positif, a et 6 deux nombres algébriques 
quelconques, la formule du binôme sert à trouver le développement 
de la puissance w^we de a -f &. On connaît déjà le développement 
de (a-+-ô)* et celui de (a-hôj^; on pourrait calculer ensuite 
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celui de (a 4- &)♦, puis celui de (a + b)^, etc. Mais il s'agit ici 
d'établir une règle .d'après laquelle toute puissance de a 4- ô, si 
haute soit-elle, puisse iHre obtenue sans qu'il soit nécessaire de faire 
le calcul pour toutes celles qui la précèdent. 
Développons d'abord le produit 

(a + bi]{a H- &2) ... (a -H &w). 

On sait que le produit de plusieurs sommes de nombres algébri- 
ques est la somme des produits partiels que l'on obtient en prenant 
de toutes les manières possibles un terme et un seul dans chaque 
facteur, et en multipliant entre eux les termes ainsi choisis. Appli- 
quons cette règle au produit précédent. 

En prenant le premier terme dans chaque facteur, on obtient le 
produit partiel a"» ; en prenant ensuite le premier terme dans 
(m — 1) facteurs et le second dans le facteur restant, on obtient les 
produits partiels a'^-^bt, a'^-^bi, ..., a'»-*^»,, dont la somme 
est 

a«-*(&i-hôî-|-...-+-&m); 

en prenant le premier terme dans (m — 2) facteurs et le second 
dans les deux facteurs restants, on obtient les produits partiels 
a'^-^bibi, a'»-*&iô„ ..., a^-^bm-ibmy dont la somme est 

a»«-*(&i&2 -h bibz -h . . . -+- bm-ibm) ; 

elc. Si donc on désigne par Si la somme des seconds termes dos 
facteurs, par S2 la somme de leurs produits 2 k 2, par S3 la somme 
de leurs produits 3 à 3, etc., on a la formule 

(a -h bi){a 4- &,) ... (a -h bm) = a»« -f- a^^-^Si 4- a'^-^Si 4- . . . 

4- a^-PSp 4- ... 4- aSm-i H- &i*2 ... bm. 

Si l'on y fait &i = 62 = . . . = &wi = *, S, devient égal à mb, 
S2 devient égal à b^ multiplié par le nombre des combinaisons de m 
objets 2 à 2, S3 devient égal à b^ multiplié par le nombre des com- 
binaisons de m objets 3 à 3, etc. On a donc 

I . â 
4 r-5 — ■ • a'^-f'b -4- ... 4- * "* 

OU 

( 1 ) ia -h b)^ = a« 4- C;„a«-id -H Cl.a^-^b'^ -H . . . 

4- CS.a'»-/'^/' + ... +g;ï6«. 

C'est la formule du binôme due à Newton. 

Nous appellerons coe/)îcieni5 du développement de [a-^b]^ les 
nombres 1, C^,, CJ,, ..., CS,, ..., Cï! : 1 est le coefficient du pre- 
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mier terme, Ci» celui du second terme, Gî» celui du troisième 
terme, etc. 

On voit que le développement commence par le terme a***; dans 
les termes suivants, les puissances de a diminuent constamment 
d'une unité, les puissances de b augmentent d'autant, de sorte que 
la somme des exposants de a et de & est toujours la même et égale 
à m ; et à la fin se trouve le terme b^. Le nombre des termes est 
m+ 1. Ainsi, les termes du développement de (a -+- b)^, dégagés 
des coefficients, se suivront dans l'ordre que voici : 

Quant aux coefficients, celui du premier terme est toujours égal 
à 4 et celui du second terme est toujours égal à m. Nous allons 
montrer à présent qu'il est facile, connaissant le coefficient d'un 
terme, de calculer celui du teripe suivant. 
Le p""'* terme est 

Cir'a^-^^bP-i, 
et le terme suivant est 

CfLa'^-PbP. 
Or on a 

p 

d'où il suit qu'en multipliant le coefficient d^un terme par Vexpo- 
sant de a dans ce terme et divisant le produit par V exposant de h 
dans le terme suivant^ on obtient le coefficient de ce dernier 
terme. 

Exemples : 
(a -h &)« = a« + 6a5& -|- 15a*62 + 20a^b^ H- 15a«6* -h 6a&5 -|- 6«, 

(a -t- &)7 = a' H-7a«6-|-21a66» H- 35a♦&3-|-35a86*^-21a26«^-7a6•-hô^ 

On appelle termes extrêmes dans le développement de (a -+- 6)"* 
le premier et le dernier. Le second terme et l'avant-dernier, puis le 
3* terme et celui qui précède l'avant-dernier, puis le 4<» terme et 
celui qui précède celui qui précède l'avant-dernier, etc., sont dits 
également éloignés des extrêmes. Dans le développement de (a + &)">, 
les coefficients de deux termes également éloignés des extrêmes 
sont toujours les mômes. 

En effet, le coefficient du second terme est Ci» et celui de l'avant- 
dernier est Cjîî-^ : or c;„ = CSÎ-*. Le coefficient du troisième 
terme est CJ, et celui du terme qui précède l'avant-dernier est G^r*» 
et l'on sait que GJ, = G^-^, etc. 

Une autre remarque à faire au sujet des coefficients du dévelop- 
pement de (a-\-b)^y c'est qu*ils croissent depuis le commence- 
ment jusqu'au milieu et qu'ensuite ils décroissent 
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En effet, les coefficients des termes de rangs p et p + i sont 
respectivement CJr' et Cîi. On a 

P 

Pour que CS, soit plus grand que C^rS il faut et il suffit que 

^ soit supérieur à 1, c'est-k-dire que m — p ne soit 

pas plus petit que p. Or m — p, c'est le nombre des termes qui 
suivent le (p -f- 1 )**««, et p, c'est le nombre des termes qui le pré- 
cèdent. Ainsi, pour que le coefficient d'un terme soit supérieur à 
celui du terme qui le précède, il faut et il suffit qu'il n'y ait pas 
moins de termes après lui qu'avant lui. 

D'après cela, dans les puissances paires, le plus grand coefficient 
est au milieu, tandis que, dans les puissances impaires, il y a au 
milieu deux coefficients égaux et plus grands que tous les autres. 

Remarques. — !• Si, dans la formule (i), on écrit — h à la place 
de &, on obtient 

(2) (a — h)^ = û"» — Ci,a«-«& -|- Cl^a^-^h^ — . . . 

2* Si, dans la formule (i), on fait a=:l et fr=r— 1, on 

trouve 

2« = H-C1.4-C»,-4-...-f-Cîî. 

Ainsi la somme des coefficients du développement de (aH-fr)*» 
est égale à 2"». 

3° Si, dans la formule (2), on fait a= 1 et 6 = —1, on 
trouve 

0=l-Ci.4-C».-...-|-(-l)'-CS. 

Ainsi, dans le développement de (a -h ft)"*, la somme des coef- 
ficients des termes de rang pair est égale à la somme des coefficients 
des termes de rang impair. 



EXERCICES 



1. Soit M un point situé dans le plan d'un triangle AfiG. Désignons par 
X le nombre algébrique dont la valeur absolue mesure la distance de M à BG 
et dont le signe est -4- ou —, suivant que M et A sont ou non d'un même 
côté de la droite indéfinie BG ; appelons y et 2 les nombres analogues rela- 
tifs à CA et AB ; soit enfin a, 6, c et S les nombres qui mesurent les côtés 
BG, GA, AB et la surface du triangle : démontrer que, quelle que soit la 
position du point M, on a 

ax -h by -h cz = 2S« 




26 NOMBRES ALGÉBRIQUES 

2. Soit m lettres a, b^ c, ..., L On considère les 2"*-* expressions 

adt h ± e :iz ... dz l. 
SoitP leur produit ; 1» P renferme symétriquement les lettres a, b, c, ..., /, 
c'est-à-dire qu'il ne change pas quand on échange deux quelconques de 
ces lettres ; 2<' les lettres a, b, c, ..., l n'entrent dans P qu'à des puissances 
paires. Former le produit P dans le cas particulier où m = 3. 

Application : a, &, c, ..., / étant des nombres rationnels positifs, trouver 

une fraction égale à -=r— — ^_^ ^ ^ — =. et dont le déno- 

^a±/b±yfc±"- ±^ 

minateur soit rationnel. 



3. Soit Â et B deux points sur un axe, dont les abscisses sont Xx, Xi ; 

MA 
M étant un point quelconque de l'axe, on pose = — X, et on de- 

MB 
mande de calculer l'abscisse du point M. Quelle est, en particulier, l'ab- 
scisse du miUeu de AB ? 



4. Soit 0, A, B trois points sur un axe, et M le milieu de AB ; vérifier que 
1 on a 

ÔÂ X 5b = (Ô5)* — (SX)*. 

5. Étant donné quatre nombres distincts X\, rcs, xz^x^^ on appelle rapport 
anliarmonique de ces quatre nombres, et l'on représente par le symbole 

» 

^^i ^^■■" SP*\ l*** ^^p«» ^''o 

R(xi, xty J?„ arj, le quotient : Vérifier qu'il est différent 

X\ — X^ Xi — X4 

de et de 1; véiifier que, si on crhangedeux des nombres et les deux 
autres, il ne change pas ; vérifier ensuite que, si on échange les deux der- 
niers nombres, il se change en son inverse ; vérifier enfin que^ si on 
échange les deux nombres du milieu, le nouveau rapport anharmonique 
est égal à l'excès de l'unité sur l'ancien . 

On conclut de là que les 24 rapports anharmoniques qu'on peut former 
avec 4 nombres distincts sont égaux 4 à 4, en sorte que 6 seulement d'entre 
eux peuvent être différents, et si on appelle p l'un quelconque d'entre eux, 
les 5 autres sont 

1 1 p— 1 



P 1 -P P P— i 

6. Xi, Tu JCi, Xi sont quatre nombres distincts ; a, 6, a', b' sont des nom- 

bres quelconques, tels cependant que nb' ^ a'b :j^ et que ; no 

soit égal à aucun des nombres Xi, Xu xz, ar^; on calcule les quatre 
nombres 

a.ry -^ b axi -H b nxs -»- b ax^ 



axi-hb axt-^o axi~hO ax^-ho 

Démontrer que R(f/i, i/i, j/a, Vi) = R>it ^«» ^a, a**). 
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7. ÉUint donné quatre points M, M\ M", M'" sur un axe, on appelle rap- 
port anbannonique de ces quatre points et on représente par la notation 

(MM'Br'M"') le quotient J!^ : ^ . Calculer /MM'M'M'") connaissant 

MM" MM ' 

les abscisses des quatre points. 

Supposons que Â et B soient deux points de Taxe dont les abscisses sont 

X, et ar« et soit -^^ = — X. -^ = — V, etc. Calculer (MM'M'M'") 

MB MB 

connaissant X, X', X", X'". 

8. Quand le rapport anharmonique de quatre points M, M', M", M"' est 
égal à — 1, on dit que les points M, M* sont conjugués harmoniques par 
rapport à M", M"'. Montrer que si M, M' sont conjugués harmoniques par 
rapport à M", M'", on a 

2{xx' -f- x"af") — (x-h x')(x^' -+- X'"), 

a?, ar", ar", X'" étant les abscisses de M, M', M", M"' ; 
2 i_ i 

MM' MM* BIM" 

(Ôm)* = ÔM" X Ôiir', étant le milieu de MM'. 

0. Trouver directement Pm en cherchant une relation entre ?„, et P«^i . 

10. Ti'ouver directement Texprcssion de Cm, soit en raisonnant comme 
pour les arrangements, soit en évaluant de deux manières différentes le 
nombre de fois que la lettre a est écrite dans les combinaisons p à p. 

11. Démontrer que Ton a 

^m = CotZi -+ ^rn—2 "H ... H- C^_ j . 

12. Comment faut-il combiner m objets pour avoir le plus grand nombre 
possible de combinaisons ? 

13. Si on multiplie une expression de la forme 

Qffl'^-h atœ^^b -+- a2a'^*b* -h ... -h cu-taft"*-* -+- a^b'^ 
par a-hby on obtient comme produit 

dort"»** -h (ai 4- aoja^ft -h (ai -h ai)a'*-'fe* -4- ... h- (On» -h a^-i)ab^ -+■ amb*"**. 
Calculer, d'après cela, les coefficients du dt'veloppement de (a -h b)"*^ ' 
connaissant ceux du développement de (a -h b)"*. 

Application, — Former un tableau contenant les coefficients des 10 pre- 
mières puissances de a-hb. 

14. Calculer la somme 

S„ = 1'' -H 2p -+- . . . -+- nr, 
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p étant un entier positif. On partira de la formule 

(a -hi)'^^ = QP*' -+■ Cy+,a' -*- CJ^ia'^* h- . . . -+- C{^,a -+- 1 , 

et on y fera successivement a = 1, 2, 3, . . ., n, puis on ajoutera membre 
à membre. On aura ainsi une relation entre Sp, S^^i, . . ., Si, qui permettra 

de calculer de proche en proche Si, S», Donner les expressions de Si, 

Si, S3. 

15. Nombre des boulets sphériques d'une pile carrée, triangulaire ou 
rectangulaire. 



II. — POLYNOMES 



22. Ou dippeïle expression algébrique Tindication sur des let- 
tres, à l'aide des signes des opérations, d'une suite quelconque 
de calculs à effectuer. 

Une expression algébrique est dite rationnelle lorsqu'elle ne 
renferme aucun radical portant sur des lettres^ irrationnelle 

dans le cas contraire. Ainsi a -+- ^, -rr- aé, =- sont 

des expressions rationnelles : mais — rr-r ; est irra- 

5a* H- bc 

tionnelle. 

On appelle valeur numérique d'une expression algébrique, 
pour un système de valeurs numériques des lettres qu'elle ren-. 
ferme, le nombre algébrique que Ton obtient en remplaçant les 
lettres par les valeurs en question et effectuant les calculs indi- 
qués. Par exemple, pour a = H-l, b =. — 1, l'expression 

JL / A prend la valeur numérique 1 j=r^ • 

Certaines expressions algébriques n'ont aucun sens pour cer- 
tains systèmes de valeurs numériques attribuées aux lettres qui 

1 

y entrent. Telle est, par exemple, l'expression — > qui n'a au- 



cun sens pour a = ; telle est encore l'expression \/a — 6, 
qui n'a aucun sens pour tout système de valeurs numériques 
rendant négative la différence a — b. On peut même imagi- 
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ner des expressions algébriques qui n'ont de sens pour aucun 
système de valeurs numériques attribuées aux lettres. Ex. : 
^ — a^ -^-a — 1 ; cette expression n'a de sens pour aucune valeur 

de a, car on a — à* -h a — 1= — (^""'q) T» ^^ ''^^ 

voit que, quelque nombre algébrique que Ton mette à la place 
de a, — a^-ha — 1 sera toujours < 0. 

23. On appelle polynôme entier ou simplement polynôme à 
une ou plusieurs variables x, y, z, toute expression algébrique 
de la forme 

(1 ) ax^yh"^ + aia?*ty^iz^i -h |-an3?*nj/^n2^n, 

dans laquelle les lettres ai, as, ..., a„ désignent des nombres 
quelconques, positifs, nuls ou négatifs; «, ?, y; «i, PuTi; ...; 
«n, ?/i, Yn sont des nombres entiers positifs ou nuls; enfin 
ar, y y z sont des lettres auxquelles on peut attribuer telles valeurs 
que Ton veut. Si l'un des nombres a^, %, ya, — «a par exemple 
— est nul, on convient de remplacer x** par 1, et cela avant 
d'attribuer à x, y, z des valeurs particulières. Ainsi, 2x°j/z^ 
représente la même chose que 2j/s'; 2x^y^z^ représente le 
nombre 2. 

Les expressions algébriques aaf^yh'^y aiar^ij/^iz^i, ... sont les 
termes du polynôme (1); a est \e coefficient du terme ax^yh^^ la 
somme a-t-P-hY en est le degré (*). D'ordinaire, on n'écrit 
pas les coefficients +1 et —1: ainsi dans a^^y'z, — x^y, 
oii aî, y, z sont les variables, -h 1 et — i sont les coeffi- 
cients. 

On appelle termes semblables ceux qui contiennent les mêmes 
puissances des variables. Si le polynôme (1), préalablement 
débarrassé de ses termes à coefficients nuls, renferme plusieurs 
termes semblables 

aiX^ij'"z^, afify'^z^y akX^y'^'zPy 



(*) Par extension, les expressions algébriques A, B, C, ..., L s'appellent 
les termes de l'expression AH-B-4-C-+-...-+-L; dans l'expression AxB, 
A s'appelle le coefficient de B, B le coefficient de A. 
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nous les remplacerons par le terme unique 

que nous supprimerons à son tour si a, -h aj h- a* = 0. Nous 
obtiendrons ainsi un polynôme ne contenant plus ni termes 
semblables ni termes à coefficients nuls. Ce polynôme, nous 
rappellerons le polynôme réduit correspondant au polynôme 
donné. Remplacer le polynôme donné par ce polynôme réduit 
s'appelle faire la réduction des termes semblables. Soit aafyh'^ un 
terme du polynôme réduit ; on dit que c'est le terme en x^y^z^ 
du polynôme proposé. Il est clair que la valeur numérique que 
prend le polynôme réduit est toujours la même que celle que 
prend le polynôme donné, quelles que soient les valeurs numé- 
riques attribuées aux variables. Suivant que le nombre des ter- 
mes du polynôme réduit est 1, 2 ou 3, le polynôme proposé se 
nomme monôme^ binôme ou trinôme. 

Polynôme identiquement nul. — Lorsque, dans la réduction 
des termes semblables, tous les termes disparaissent, le poly- 
nôme est dit identiquement nul. Un polynôme identiquement 
nul prend la valeur numérique zéro, quelles que soient les va- 
leurs numériques attribuées aux variables. La réciproque de 
celte proposition est vraie et sera démontrée plus tard. 

Polynômes identiques. — On dit que deux polynômes en 
x^xjyZ sont identiques^ quand les polynômes réduits corres- 
pondants sont formés avec les mêmes termes. Deux polynômes 
identiques prennent la même valeur numérique, quelles que 
soient les valeurs numériques attribuées aux variables. La réci- 
proque de cette proposition (évidente pour deux monômes sem- 
blables) est vraie et sera démontrée plus tard. 

Pour marquer que deux polynômes sont identiques, on les 
écrit l'un à côté de l'autre en les séparant par le signe ^. 

Degré d'un polynôme (non identiquement nul). — Evaluons 
dans le polynôme réduit correspondant le degré de chaque 
terme ; le plus grand de ces degrés est le degré du polynôme. 
Si, en particulier, tous les termes du polynôme réduit sont de 
même degré, le polynôme est dit homogène. 



POLYNOMES A UNE VARIABLE 31 

POLYNOMES A UNE VARIABLE. 

24. Quand il n'y a qu'une variable or, il est souvent commode 
de ranger les termes du polynôme réduit dans un ordre tel (jue 
les exposants de x aillent constamment en croissant ou cons- 
tamment en décroissant. Cela s'appelle ordonner le polynôme 
suivant les puissances croissantes ou décroissantes de x. Ainsi 
un polynôme en x, de degré «, ordonné suivant les puissances 
décroissantes de u?, est de la forme 

ax^-hbx^'-i -hlx' (a^fO, n>r>-->5). 

D'après les définitions données précédemment, Videntité 

«(hp" -»- aix""* H h fln ^ ^0^** -+- àiO:""^ -h • • • -j- 6„ 

équivaut aux n + 1 égalités 

flo = 60, di = ùi, ••, On = à„; 

en particulier, l'identité Qqx'^ -+- ajo?""* h- • • • 4- a„ ^ équi- 
vaut à Oq = 0, «1=0, • . • , a„ = 0. 



Addition, Soustraction et Multiplication des polynômes 

à une variable. 



25. On fait sur les polynômes à une variable des opérations 
analogues à celles qu'on fait en arithmétique sur les nombres 
entiers : on les ajoute, on les retranche, on les multiplie. Nous 
allons définir ces opérations et en indiquer les principales pro- 
priétés. 

Nous désignerons souvent un polynôme en x par la notation 
fix) (qui se prononce : /* de x), ou r/(x), ou o{x). Nous con- 
viendrons que -+■ f(x) représente le même polynôme que f{x)^ 
que — f[x) représente le polynôme qu'on obtient en rempla- 
çant, dans f\x)j chaque coefiicient parle nombre opposé. Ainsi, 
si /Tx) désigne le polynôme 2x'— Sx + i, —fix) voudra dire 
— 2x'h- 3x — 1. Enlin nous désignerons par f(a) la valeur que 
prend le polynôme f{x) quand on y remplace x par a. 
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Addition. 

26. Étant donné plusieurs polynômes réduits f{x), ^(x), ..., 
si on considère le polynôme s{x) dans lequel le coefficient de 
x* est, quel que soit a, la somme des coefficients de ar* dans les 
polynômes proposés, il est clair que la valeur numérique que 
prend le polynôme s{x) est égale à la somme des valeurs numé- 
riques de /"(ar), g{x)^ ..., quelle que soit la valeur numérique 
attribuée à ar. Il est dès lors naturel d'appeler ce polynôme s{x) 
la somme des polynômes proposés, et d'écrire 

s{x) ^ f{x) H- g{x) -h . . . . 

Si Tun des polynômes ne contient pas de terme en x*, il n'y a 
pas à en tenir compte dans le calcul du coefficient de x*. 

Par exemple, la somme des deux polynômes 2x^ — 3x -h i, 
12x' — 5x — 3 est le polynôme 2x^4- 12x* — 8x — 2. Ajou- 
ter plusieurs polynômes, c'est calculer leur somme. Quand on 
a à ajouter plusieurs polynômes non réduits, on leur substitue 
les polynômes réduits correspondants. Tout polynôme est la 
somme de ses termes. 

Dans la pratique, pour calculer la somme de plusieurs poly- 
nômes (réduits), on les ordonne tous de la même manière et on 
les place les uns au-dessous des autres de manière que les termes 
semblables se correspondent. De cette façon, on peut ordonner 
le polynôme s{x) en même temps qu'on fait l'addition : 

f{x) = 2x' —3x4-1, 

g{x)= 12x«— 5x-3; 

s(x) = 2x''-^ 12x2— 8x — 2. 

La somme de plusieurs polynômes est indépendante de leur 
ordre; dans une somme de polynômes, on peut remplacer tels 
polynômes que l'on veut par leur somme ; au lieu d'ajouter à un 
polynôme une somme de polynômes, on peut lui ajouter succes- 
sivement les différentes parties de la somme. Tout cela découle 
de la défmition d'une somme de polynômes. 
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Il est clair encore que, quels que soient les polynômes f{x)^ 
g[x)^ . . . , on a 

[- A^)] -H [ - 9{^)] +...=- [f{x) + 9{x) 4- . . . j . 

La somme de deux polynômes f(x)^ g{x) n'est identiquement 
nulle que si Ton a g[x) ^ — f{x). 

Enfin, si la somme de plusieurs polynômes f[x)^ g{x), h{x) 
n'est pas un polynôme identiquement nul, son degré est tout au 
plus égal au degré de celui ou ceux des polynômes /, g, h dont 
le degré est le plus grand. Si /*, g, h ont le même degré, le degré 
de f-^ g-hh est au plus égal à ce degré commun. Car soit 
n, r, 5 les degrés des pol jnomes f^g^h; si Ton a n^ r et 
n > ^, le degré de f-hg-\-h est n, parce que le terme de 
plus haut degré de cette somme est le même que le terme de 
plus haut degré de f. Supposons maintenant n = r>s; 
alors le degré de f -^ g -\- li n'est pas supérieur à n, mais il 
peut lui être inférieur. Car, ax^ et baf" étant les termes de plus 
haut degré de /" et de g, le terme en x^ dans f-^-g + h est 
(a -H ft)»"; il disparait si a-f-ô = 0, et le degré de f-^-g-hh 
est alors inférieur à n. Supposons entin n = r zn s^ alors, 
comme précédemment, le degré de f-hg-\-h ne peut pas 
être supérieur à n, mais il peut lui être inférieur. Car soit 
ax", 6x", cx^ les termes de plus haut degré dans /*, g, h; le 
terme en af" dans f-^g-hh est (a + ô-hcjx"; il dispa- 
raît si a-h6-hc = 0. 



Soustraotion. 

27. Étant donné un premier polynôme f{x) et un second g{x), 
il existe un polynôme et un seul, h(x), tel que l'on ait 

f{x) = g{x)-hh{x). 

Ce polynôme h{x) s'obtient en ajoutant à f{x) le polynôme 

— g(x) : 

'^ ■ h{x) = fix)-\-[-g{x)], 

h{x) s'appelle rexcès de f{x) sur g{x) et se représente par la 
notation f[x)—g[x). 

COR ET RIEM. — TRAITÉ d'ALGÈBRE. 3 
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On désigne souvent sous le nom un peu vague de différence 
entre les polynômes f{x) et g{x)^ le polynôme f{x) — g[x) ou 
le polynôme g{x) — f[x). La dififérence entre deux polynômes 
identiques est identiquement nulle et réciproquement. Si /" et ^ 
ne sont pas identiques, le degré de la différence f — g est 
tout au plus égal au degré de celui des polynômes /*, g dont le 
degré est le plus grand. Si les polynômes f et g ont le même 
degré, le degré de f — g est au plus égal à ce degré commun. 

Pour retrancher d'un polynôme ¥[x) une somme de polynô- 
mes, f(x) H- g{x) -+- h{x), on peut ajouter au polynôme F les 
polynômes — /*, — 9, — h : 

¥{x)^[f{x)^g{x)-^h{x)] = F{x)^[^f(x)]-^[^g{x)]+[^h{x)]. 



Multiplication . 

28. Étant donné plusieurs polynômes (réduits) /l[x), g{x)^ A(a?), 
dont aucun n'est identiquement nul, associons, de toutes les 
manières possibles, un terme ax^ de f{x) à un terme bx^ de g(x) 
et à un terme cx"^ de h[x), et à chacune de ces combinaisons 
ao?*, 6x^ cx"^ faisons correspondre le monôme aôcx*~^^"^^. La 
somme de tous ces monômes sera un polynôme p{x) dont la 
valeur numérique sera évidemment égale au produit des valeurs 
numériques de f{x)y g{x), h(x)^ quelle que soit la valeur numé- 
rique attribuée à x. Nous rappellerons pour cette raison le 
produit des polynômes f{x)y g[x)^ h(x) et nous écrirons 

p[x)=f[x),g[x),h{x). 

Les polynômes /*, g^ h sont les facteurs du produit. 

Le produit de plusieurs polynômes est évidemment indépen- 
dant de leur ordre. // ne change pas quand on remplace plusieurs 
de ces polynômes par leur produit effectué. Soit pi{x) le produit 
f{x)g{x)^ et soit ab 4- a'b' -f- a^b" -h . . . le coefficient de x^-^^ 
dans ce polynôme. Le polynôme p{x) est une somme d'expres- 
sions de la forme 

aôcx»-»-»^-^ H- a'b'cx^-^^-^^ -h a'b'cx^-^^-^'' H 

= {ab -f- a'b' -h a'b' 4- • • ■ )cx^*-^^y^ : 



LÀ 



J 
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il est donc identique au produit de ^ab •+• a! à' -f- a^'b" -i )a;*"^~P 

ou pi(ar) par Scar" ou h{x). 

Dans la pratique, pour former le produit de deux polynômes, 
on multiplie le multiplicande successivement par chaque terme 
du multiplicateur et on additionne les produits partiels ainsi 
obtenus. Pour mettre de Tordre dans les calculs et faciliter la 
réduction des termes semblables, on ordonne le multiplicande 
et le multiplicateur de la même façon et on dispose les produits 
partiels de manière que les termes semblables se trouvent les 
uns sous les autres. 

Soit, par exemple, à multiplier les deux polynômes 
3a:3 _ g^ ^ 1 _ <j^2^ 3 — 4x -h 2x\ 

On les ordonnera par rapport aux puissances décroissantes 
de X et on disposera Topération de la manière suivante : 

Multiplicande .... 3x^ — 2x^ — 5x -i- 1 
Multiplicateur .... %x'^ — kx -{- 3 

Qx^— 4a:* — lOx» -f- 2a:* 
Produits partiels. . \ — 12x*+ Sa;» -t- 20a?* — ix 

9x-3_ 6a:2 — 15a:-i-3 



Produit 6x^ - iQx' + 7x^ + 16.c« — 19a: -\- 3. 

Soit encore à calculer le produit de 

5a:' — 3i:* — 2x^-\-x-\-i par — 4a: -h 5a:=* . 

Ici, le multiplicande ne contient pas de terme en x^ : il est, 
comme on dit, incomplet. En écrivant le premier produit partiel, 
nous laisserons de la place pour le terme en x^' qui se présente 
dans le second produit partiel : * 

5^.5 __ 3^4 _ 2x^^x-hi 



5a:'— 4a: 






25x« — loa:^ 


— iOx^ -^ ox' -\- 5j:3 
— 20a:^-hl2a:^ . -h Sx^ ix^' - 


— 4a; 


25a:« 15a:^ 


— 20a:«-h 2ar^ -f- o.r^ -f- 13j:3 4^-2. 


— 4a:. 



Pour calculer le produit de n polynômes, on remplace deux 
des polynômes par leur produit et on est ramené à calculer un 
' produit de n — 1 facteurs. 



36 POLYNOMES 

29. Soit ax^^ ôj?**, cor* les termes de plus haut degré de f, g^ h : 
abcx^'^'^' sera un terme de p{x) ; ce terme ne se réduira avec 
aucun autre, et son degré sera supérieur à celui de tous les autres 
monômes dont p{x) est la somme, n-hr-hs est donc le 
degré de p{x). Donc : 

1® Le degré du produit de plusieurs polynômes est égal à la 
somme des degrés des facteurs; 

2° Dans le produit de plusieurs polynômes^ le coefficient du 
terme de plus haut degré est égal au produit des coefficients des 
termes de plus haut degré des facteurs. 

De même, le terme de plus bas degré du produit a respective- 
ment pour degré et pour coefficient la somme des degrés et le 
produit des coefficients des termes de plus bas degré des facteurs. 

Il suit de là que le produit de plusieurs polynômes dont aucun 
n^est identiquement nul n'est pas identiquement nul. Par défini- 
tion, le produit de plusieurs polynômes dont Tun est identique- 
ment nul est identiquement nul. 

Enfin les règles relatives à la multiplication d'une somme 
de polynômes par un polynôme ou d'une somme de polynômes 
par une autre somme de polynômes sont les mêmes que les 
règles analogues relatives aux nombres algébriques : 

[f{x) -4- g{xyh{x) = f{x)h[x) -4- g{x)h{x) ; 

On remarquera encore que Ton a 

f{x)[-9{x)] = -[r{x)g{x)], 
[-f{x)I-9ix)]=f(x)g{x). 

On appelle puissance n""" d'un polynôme f{x) et on désigne 
par le symbole [fix)]" le produit de n facteurs identiques à 
f{x) . On a évidemment 

[nxymxïf = [/•(x)]''+"', 
[[fix]]"]"- = [f{x)r\ 

[f{x)]"[9{x)]''^[r{x)X9(x)r. 
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Addition, soustractioii et multiplication des polynômes 

à plusieurs variables. 

30. Nous représentons un polynôme à plusieurs variables x, t/, z 
par la notation f[x^ y, z). 4- /"(a:, y, z) représente le même 
polynôme que f[x^ !/>2), et — /l[ar, î/, z) représente le poly- 
nôme qu'on obtient en remplaçant dans / chaque coefficient par 
le nombre opposé. Enfin /"(a, 6, c) représente la valeur que 
prend le polynôme /*(x, y, z) pour x =. a^ y = ^5 2 = c. 

On appelle somme de plusieurs polynômes réduits /"(ar, y, 2), 
5(x, y, 2), ... le polynôme s[x^ y, z) dans lequel le coefficient 
de xl^yH'^ est égal, quels que soient a, 8, y, à la somme des 
coefficients de oi^jH"^ dans les polynômes proposés. On écrit 

*(ar, y, z) ^ /"(a?, y, 2) h- g[x^ y^^)+ Les propriétés d'une 

somme de polynômes énoncées dans le cas d'une variable sub- 
sistent quel que soit le nombre des variables. 

On appelle de même excès d*un polynôme /"(a?, y, z) sur un 
autre polynôme g{x, y, s) le polynôme h{x, y, z) tel qu'on ait 
f{x^ y, s) = g{x, y, z) + h{x, y, z), on l'obtient en ajoutant à 
f{xy y, 2) le polynôme —g{x, y, z), et on le représente par la 
notation f{x, y, z) — g(x, y, z). Les propriétés énoncées dans 
le cas d'une seule variable subsistent. 

Enfin soit f(x, y, z), y(ar, y, z), A(x, y, z) plusieurs poly- 
nômes réduits; associons, de toutes les manières possibles, un 
terme ar«y*'z*' de /" à un terme bxhfz^' de y et à un terme 
cx'y'z^" de h^ et à chaque telle combinaison faisons corres- 
pondre le monôme aôcx"-^»+^y»'-^-P'-+^'z*''-^P''+^^^ On appelle 
produit des polynômes ^ y, h le polynôme p(ar, y, z) somme 
de tous ces monômes. On écrit 

p(x, y, z) = /-(ar, y, z),g[x, y, z).A(a:, y, z). 

Soit n, r, 5 les degrés de /*, y, /i. Le degré de p(x, y, z) e5f 
w -h r -+- s. En effet, remarquons d'abord qu'aucun des monô- 
mes dont p{x, y, z) est la somme n'a un degré supérieur à 
n-^r-j-s, de sorte que le degré de p{x, y, z) n'est pas su- 
périeur à n '\- r-^ s. Si un seul de ces monômes est de degré 



-iPTTS 




38 POLYNOMES 

n-\'r-\-$^ le théorème est démontré. Si plusieurs de ces mo- 
nômes sont de degi'é 7i -i-r-hs^ nous allons prouver que Tun 
d'eux ne se réduit avec aucun autre. Soit a l'exposant de la 
plus haute puissance de x qui entre dans les termes de degré n 
de /*, ad l'exposant de la plus haute puissance de y qui entre 
dans ceux de ces termes renfermant a: à la puissance a, a" l'ex- 
posant de z dans celui de ces termes renfermant a? à la puis- 
sance a et 1/ à la puissance a'; soit ax*j/*'z*" ce terme. Appelons 
bx^y^'z^" et cx^xf'z'^'' les termes de ^ et de A formés d'une ma- 
nière analogue. aôcar*"^^"^t/*'-^^'^^V'+"*""^' est un terme de 
p, dont le degré est n-^-r-^ s. Il est facile de montrer qu'il 
ne se réduit avec aucun autre. Pour cela, considérons, parmi 
les termes de degré n-^r-fr s de p, un terme autre que le 
précédent. Appelons aia?*«?/*»s*f, ^iar^'j/^'z^ï, Cia?^*j/''«2^« les termes 
de /*, ^, h qui ont servi à le former, de sorte que 

On a 
Si les trois égalités n'ont pas lieu simultanément, on en conclut 

et le théorème est démontré. Supposons que les trois égalités 
aient lieu simultanément ; alors 

On ne peut pas avoir à la fois 

p; = p^ YÎ = i. 

car on aurait 

«î < ^\ PI < r, ïl < 7% 



et par suite 

«î = a", p; = p^ y; = /> 

et les termes aix^»ï/"'»s*'s b^x^^y^h^'^ CiX'^^y^h'^^ seraient respec- 
tivement identiques aux termes ax^y'^'z^\ bx^y^'z'"', cx"t/"V', 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Dès lors, on a 

et le théorème est démontré. 
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Division de deux polsoiomes à une variable. 

31. Étant donné un premier polynôme f{x) appelé dividende 
et un second g[x) appelé diviseur^ diviser f[x) par q{x), c'est 
trouver un polynôme Q x) appelé quotient^ tel que la différence 
f{^) — 9(^)Q(^) soit identiquement nulle ou d'un degré infé- 
rieur à celui de g. 

Cette définition est analogue à celle de la division de deux 
nombres entiers. En arithmétique, l'existence du quotient de 
deux nombres entiers est évidente. En algèbre, l'existence du 
polynôme Q(x) a besoin d'être démontrée. 

Soit n le degré de /*, p celui de g. Pour w < p, le poly- 
nôme f — ^Q ne peut pas être identiquement nul; pour qu'il soit 
de degré moindre que p, il faut que Q{x) soit identiquement nul. 
Supposons n'^ p. Je dis qu'il n'existe pas plus d'un polynôme 
Q tel que f — gQ soit identiquement nul ou de degré moindre 
que p. Car supposons qu'il en existe deux, Q et Q', non iden- 
tiques. Chacun des deux polynômes f — ^Q, f — ^Q' étant 
identiquement nul ou de degré moindre (jue p, leur différence 
9{Qf — Q)» qui n'est pas identiquement nulle, serait d'un degré 
moindre que p, ce qui est impossible. 

Nous allons montrer à présent (ju'il existe toujours un poly- 
nôme Q{x) tel que f — ^Q soit identiquement nul ou de degré 
moindre que p. 

Il faut pour cela que Q soit de degré n — p: car s'il était de 
degré moindre que n — p, le terme en a?** de f ne se rédui- 
rait pas, et s'il était de degré supérieur à n — p ; il y aurait 
dans f — ^Q un terme de degré supérieur à n qui ne se 
réduirait avec aucun autre. 

Il s'agit donc de faire voir (ju'on peut calculer les coefticients 
et les degrés des termes d'un polynôme Q de degi^é n — p de 
telle manière que, dans la différence f — gQ, les cocflicicnts 
de x", a?***"*, ..., x^' soient nuls. -^ 

Le coefficient de af dans f — ^Q est égal au coefllicient 
de x^ dans /", moins le produit du coefficient de x^' dans g par 
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le coefficient de sf*^^ dans Q. Ce coefficient sera nul si le coeffi- 
cient de af^~^ dans Q est égal au quotient du coefficient de ar" 
dans f par le coefficient de x^ dans g^ et seulement dans ce 
cas. Soit a ce quotient. Posons 

fx{x) = f{x) — gix) X 0^"^^ 

Si le polynôme ^(a:), que l'on sait calculer, est identiquement 
nul, ou si son degré nj, qui est évidemment moindre que w, 
est moindre que /?, le polynôme ax^^ répond à la question. 
Supposons «i > p, et montrons que Ton peut calculer un po- 
lynôme Qi tel que ^ — ^Qt soit identiquement nul ou do 
degré moindre que p; Tidentité 

f,^gQ, = f—g{ax--^ ^Q,) 

montrera dès lors que le polynôme aaf*"^ 4- Qj répond à la 
question. Q, doit nécessairement être de degré n^—p^ et le 
coefficient Ux de x^~^ dans Qt doit être égal au quotient du 
coefficient du terme de plus haut degré dans /i par le coeffi- 
cient du terme de plus haut degré dans g. Posons 

^(.t) = f,{x) — g[x) X aiar" -^ 

Si /i est identiquement nul, ou si son degré «s, qui est évi- 
demment < fil, est moindre que p, le polynôme 

répond à la question et Ton a 

Supposons fis > p^ et montrons que Ton peut calculer un 
polynôme Qj tel que /i — ^Qî soit identiquement nul ou de 
degré moindre que p : l'identité 

f, — gQ, = A - ^(aiX» -^ -^ Q,) = /• - g{ax^-'P -h a^x-r'' -f- Q,) 

montrera dès lors que le polynôme ax"'-^' -^ aix"i~'' -h Qt 
répond à la question. Qj est nécessairement de degré n» — p, 
et le coefficient a^ de x"»"^ dans Qt est égal au quotient du 
coefficient du terme de plus haut degré dans fi par le coeffi- 
cient du terme de plus haut degré dans g. Posons 

fsix) = fiix) — g{x) X asx^t-i'. 
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Si fi est identiquement nul ou de degré moindre que p, le 
polynôme ax^~^ -h ajo?""^ -h Oja?"»"^ répond à la question et 
1 on a 

Et ainsi de suite. 

Comme les degrés des polynômes ^, /*2, ... vont toujours 
en diminuant, on arrivera sûrement, après un nombre limité 
d'opérations, à trouver un polynôme fr{x) identiquement nul 
ou dont le degré w, sera moindre que p ; alors le polynôme 

répond à la question, et Ton a 

fr{x) = fix) — g{x){ax''-P 4- aiar»» -^ h h ar^ix"r--p), 

32. Règle pratique pour calculer le quotient. — Oti ordonne 
les polynômes f et g par rapport aux puissances décroissantes 
de X. On divise le coefficient du premier terme de f par le coeffi- 
cient du premier terme de g^ on retranche de V exposant du pre- 
mier terme de f Pexposant du premier terme de g^ ce qui donne 
le coefficient et Vexposantdu premier terme du quotient^ ax^'^. 
On multiplie le diviseur par le premier terme du quotient et 
on retranche le produit obtenu du dividende; on a ainsi un 
premier dividende partiel ^, sur lequel on opère comme sur 
le dividende donnée ce qui fournit le second terme du quotient y 
ajX^i"^. On retranche du premier dividende partiel le produit 
du diviseur par le second terme du quotient^ ce qui donne le 
second dividende partiel f^. Et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
arrive à un dividende partiel fr nul identiquement ou de degré 
moindre que p, ce qui ne peut manquer d'arriver. En posant 

on a fr^ f — ^'Q. Q 6st le quotient cherché. Il est de degré 
n — p. 

Remarque, — Les coefficients du quotient sont des fractions 
dans lesquelles le dénominateur est toujours égal au coefficient 
du terme de plus haut degré du diviseur. Il suit de là que. 
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lorsque les coefficients du dividende et du diviseur sont entiers, 
et que le coefficient du terme de plus haut degré du diviseur 
est rb 1, tous les coefficients des dividendes partiels et du quo- 
tient sont entiers. 

33. Le polynôme f — gQ s^appelle le reste de la division. 
Ce polynôme est identique à /V. Le dividende /1(.t), le diviseur 
g(x)^ le quotient Q(x) et le reste R(x) d'une division sont liés 
par la relation identique 

(1) f{x) = g[x)(i{x)-^V.(x). 

Ainsi, étant donné deux polynômes quelconques /*, ^, il existe 
toujours un système de deux polynômes Q, R tels que Von ait 
l'identité (1), R étant identiquement nul ou de degré inférieur 
au degré de g. 11 est facile devoir qu'i7 wVn existe qu'un. Admet- 
tons en effet qu'il en existe un second, Q', R' : on aurait 

(2) f{x) = gixMx) + R'(x), 

R' étant identiquement nul ou de degré inférieur au degré de g^ 
et chacun des deux polynômes f—gQ, f~'9^ serait iden- 
tiquement nul ou de degré inférieur au degré de g] cela n'est 
possible que si Q' est identique à Q; mais alors R' est identique 
à R. ' 

Si donc quatre polynômes /*, </, Q, R satisfont à l'identité 
(1), si de plus le degré de R est moindre que celui de ^, Q est 
le quotient et R le reste de la division de f par ^.Supposons 
maintenant le degré de R supérieur ou égal au degré de g^ et 
appelons Q' le quotient et R' le reste de la division de R par g'y 
on a 

R = ^Q' + R', d'où /• = f/(Q 4- QO -^ R' ; 

le degré de R' étant moindre que celui de g^ cette identité 
montre que Q -h Q' est le quotient et R' le reste de la division 
de f par g. — Il est presque inutile de faire remarquer que, si 
Ton demande simplement un système de polynômes Q, R satis- 
faisant à l'identité (1), sans imposer à R l'obligation d'être de 
degré inférieur à celui de (7, il y a une infinité de solutions : on 
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prendra arbitrairement le polynôme Q, puis on prendra pour R 
le polynôme f — gQ- 

Dans le cas particulier où R est identiquement nul, on a 
f^ gQ, On dit alors que f est divisible par g, que f est un 
multiple de g, que g est un diviseur ou un sous-multiple de /*, 
que /a division de f par g se fait exactement. Toutes ces locu- 
tions sont équivalentes et signifient ceci : f est identique au 
produit de g par un pohnorae. 

Lorsque R n'est pas identiquement nul, son degré est p — 1, 
ou p — 2, . . . , ou 1, ou 0. 

Remarque. — Que f soit ou non divisible par g, si on divise 
le coefficient du terme de plus haut degré de f par le coefficient 
du terme de plus haut degré de g^ et si on retranche le degré 
du terme de plus haut degré de g de celui du terme de plus 
haut degi'é de /*, on obtient toujours le coefficient et le degré du 
terme de plus haut degré de Q. Lorsque f est divisible par g, 
la même règle appliquée aux termes de plus bas degré de f 
et de g donne le terme de plus bas degré du quotient. Si, 
d'après cela, le degré du terme de plus bas degré de f est infé- 
rieur au degré du terme de plus bas degré de g, la division 
ne se fait pas exactement. Dans le cas contraire, on peut divi- 
ser les coefficients et retrancher les degrés des termes de plus bas 
degré de f et de g; mais on n'est sûr d'obtenir ainsi le terme 
de plus bas degré du quotient que si la division de f par g se 
fait exactement. 

34. Exemple L — Soit à diviser 6x^ — lla:^ — 24x^-1- 5a: ^- 13 
par 3x2 4- 2a: — 7^ 

Le premier terme du quotient est 2a:". Multiplions le diviseur 
par 2a:*, ce qui donne 6a:*-f-4a^ — lia', que nous retran- 
chons du dividende. Nous obtenons ainsi un premier dividende 
partiel, — 15ar' — lOa:* -f- 5a: + 13. Le deuxième terme du 
quotient est — 5a:. Multiplions le diviseur par — oa*, ce 
qui donne le produit — 15a:^ — 10a* -+- 35a:, que nous retran- 
chons du premier dividende partiel. La différence est le poly- 
nôme — 30a: -4- 13. Comme son degré est inférieur au degré 
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du diviseur, c'est le reste de l'opération . Ainsi le quotient 
cherché est 2a?' — 5a?, et le reste est — 30a: -h 13. Voici la 
disposition de l'opération : 

Dividende : 6a?*— lla?«— 24ar*-h 5a?+13 



Produit changé de 
signe du divis^ par le _ . r , i r • 
i^^terme du quotient: — oa?*— ïar^H-lïa?" 



3a?*-h2ar— 7 Diviseur 
Qtu>tient 



2x*— 5ar 



— ISar»— 10a:2+ 5x+13 



-+-15a:»-+-10a:*— 35ar 



i^"* dividende partiel : 

Produit changé de 
signe du divis^ par le 
2^ terme du quotient : 

Reste : — 30ar+i3 

D'ordinaire, on n'écrit de chacun des dividendes partiels que 
les termes qui se trouvent modifiés par la réduction des termes 
semblables. On omet aussi les produits changés de signe du 
terme de plus haut degré du diviseur par les termes successifs 
du quotient. Voici par exemple comment se réduit le tableau 
du calcul précédent : 



6x* llx» 2ia:»+ 5x4-13 


3«' + 2x— 7 


— 4.c»-t-14x» 


2x» -5ar 


-t- lOx» 35a; 





— 30ar 

Exemple II . — Diviser 5a?* — 4a?* — 7 par a?' — a: -+- 1 . Ici 
le dividende est incomplet : il ne contient pas de terme en «% 
ni en x*, ni en x*, ni en x. Nous laisserons de la place pour les 
termes en x% x*, x*, x qui pourraient se présenter dans le cou- 
rant de l'opération : 

5x« — 4x» — 7 

5x* — 5x' 



x' — X -4- 1 



5x«-f-5x— 9 



5x* — 9x3 



5x* — 5x 



— 9x»H-5x2— 5x 

— 9x-+-9 



5x» — 14x + 2 
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Exemple III. — Les coeflicients ne sont pas tous numéri- 
ques : 

ar' — abx^ -h ax — à 

2ab , a 



aà j 2a 
T"^ "*" 3 "^ 



3j>- 


— iabx ■+- a 


X 

3 


au 
9 



ia*b' 



a*b 
T 



/ta 2a*6»\ 






Exemple IV. — La division se fait exactement : 



4a* 



— ggjr» — 2a»ar^ 

— 2ax» — 2fl«ar» 
4a'a?* 



x^ -4- 2aar + 2a" 



x^ — 2aar -h 2a2 



4a''a? 



2a*ar* + 4a«a? 

— 4a'ar — 4a* 
Ô 



35. Diviser un polynôme f successivement par les polynômes 
g^ h. A, c'est diviser f par g^ puis le quotient par A, puis le 
quotient de cette nouvelle division par A% etc. 

Théorème- — Si on divise un polynôme f successivement par 
plusieurs autres g^ A, k (qui ne sont pas nécessairement diffé- 
rents), le dernier quotient obtenu est aussi le quotient de la di- 
vision de f par le produit ghk. 

En effet, on a les identités 

(i) f =^Ui + R„ 

(2) Q. = hQ, + Rs, 

(3) Q2 = AQ3 -+- R3, 

les degrés des polynômes Ri, Rj, R3 étant moindres respective- 
ment que ceux de g^ h, k. De ces identités on déduit la sui- 
vante * 



ou 



f = ghk.Q, + (jAR, + j,R, -f- R,), 
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et il est facile de voir que le degré du polynôme entre paren- 
thèses est moindre que celui du produit glik. L'identité 
précédente exprime donc qu'en divisant f par ghk, on trouve 
Q3 pour quotient et pour reste ghRz + 9^2 -f-Ri. 

Si les divisions successives se font exactement, f est divisible 
par ghky et le quotient de f par ghk est le dernier quotient 
obtenu. Inversement, si f^ghkQ^ f est divisible par g y et 
le quotient est hkQ; ce quotient sera à son tour divisible par A» 
et le quotient de cette nouvelle division sera A-Q; ce nouveau 
quotient sera divisible par /c, et le quotient de cette troisième 
division sera Q. 

D'après cela, si on demandait de vérifier qu'un polynôme 
f{x) est divisible par {x — ay {p étant entier et positif), 
voici comment on s'y prendrait. Soit, par exemple, p =3. 
On vérifierait d'abord que f{x) est divisible par a?— a, ensuite 
que le quotient de la division est lui-même divisible par 
X — a, enfin que le nouveau quotient est à son tour divisible par 
x—a; le quotient de cette dernière division serait le quotient 
de f{x) 'par (x — a)'. 

Nous donnerons bientôt le moyen de reconnaître, sans faire la 
division, si un polynôme f{x) est divisible par x — a, et de cal- 
culer, toujours sans faire l'opération, le quotient de cette division. 

36. Problème. — Soit f{x], q{x) deux polynômes dans les- 
quels un ou plusieurs des coefficients sont représentés par des 
lettres. Quelles relations doit-il y avoir entre ces coefficients pour 
que f soit divisible par g ? 

Pour résoudre cette (|uestion, nous calculerons le reste de la 
division de f par g^ et nous exprimerons que ce reste est iden- 
tiquement nul : nous aurons donc les relations cherchées en 
égalant à les coefficients des divers termes du reste. Si f{x) 
est de degré n, g{x) de degré p ^ w, le reste de la division 
de f par g sera un polynôme de la forme 

en écrivant qu'il est identiquement nul, on obtient au plus p 
relations. 
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Proposons-nous, par exemple, de calculer f? et ç de façon 
que ar*-hl soit divisible par x^-^'px-^-q. En divisant 
le premier polynôme par le second, on trouve pour reste 

Il faut donc calculer p et ^f de manière qu'on ait simulta- 
nément 

(1) p[<iq^p') = Q et (2) i-q[p^-q)^Q, 

On satisfaite Tégalité (1) en prenant jo = ou Iq — p* = 
et pas autrement. Or, si dans Tégalité (2) on fait p = 0, il 
vient 1 + 9* = 0, ce qui est impossible ; il faut donc prendre 
2^ = /)*. Si dans Tégalité (2) on remplace p* par 2ç, elle 
donne ç' = 1, d'oii ç = db 1 ; la valeur — 1 est inac- 
ceptable, car elle donnerait p* = — 2, ce qui est impossible; 
on a donc en définitive ç = -+- 1, p* = 2, d'où p = =h v/T. 
Ainsi il y a deux polynômes de la forme x^-^px-k-q qui 
divisent exactement ar* -i- 1 : ce sont a:* -h \/?x -i- 1 et 
X* — /l ar -^ 1 . On a l'identité 

a?* -H 1 = (a?« 4- v/2"ar -f- i)[x^ — v/ 2"a? +1). 



Division par x — a. 

37. Théorème. — Le reste de la division d^un j^olynome par 
X — a est le nombre obtenu en remplaçant x par a dans le 
polynôme . 

Soit f{x) le polynôme proposé. Divisons-le par a? — a, et 
soit R le reste. L.e degré de R est inférieur à celui de x — a, 
c'est-à-dire à 1 : R est donc une constante. Démontrons que c'est 
le nombre obtenu en remplaçant x par a dans f[x), A cet 
effet, désignons par Q(a7) le quotient de f{x) par x — a\ 
nous avons l'identité 

/*(ar) = (x-a)Q(x)-i-R. 
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Les deux polynômes f{x), (ar— fl)Q(j:) -hR, étant identiques, 
prennent la mêrae valeur, quelque valeur que Ton donne à x. 
Si,enparticulier, on donneà x la valeur a, le second polynôme 
prend la valeur OxQ(a)H-R ou R. Donc R = /'(a). ' 

11 suit de là que, pour qu'un polynôme f{x) soit divisible par 
X — a, il faut et il suffit qu'il s'annule pour x = a. 

Remarque. — Si on prenait pour diviseur, non pas x — o, 
mais ax-h b (a ;z^ 0), on verrait de la même façon que 

Proposons-nous maintenant de calculer le quotient de la divi- 
sion de f{x) par X — a. Supposons que f{x) soit le polynôme 
du troisième degré aoX^-hajx'-hasX-f-aa. Divisons-le par 
X — a. Le premier terme du quotient est a^x* et le premier 
dividende partiel est a'iX^ -h a^x 4- a„ en posant a', = a^a -h a, . 
Le deuxième terme du quotient est a[x et le second dividende 
partiel est a'^x-ha^^ en posant ai = oia4-aa. Enfin, le 
dernier terme du (juotient est ai et le reste R = aia-hrzg. 

On peut donc énoncer les règles suivantes, à l'aide desquelles 
on calcule, dans la pratique, le quotient et le reste de la division 
d'un polynôme par ar — a : 

1° Le coefficient du terme de plus haut degré du quotient est 
égal au coefficient du terme de plus haut degré du dividende. 

2° En multipliant le coefficient de x^' au quotient par a, et 
en ajoutant au produit le coefficient de x^' au dividende^ on ob- 
tient le coefficient de ar^*"' au quotient. Cette règle permet de cal- 
culer de proche en proche les différents coefficients du quotient. 

S** En multipliant le terme constant du quotient par a, et en 
ajoutant au produit le terme constant du dividende, on obtient 
le reste. 

Remarque. — Considérons les égalités 



«: 





a^a -f- a,, 


ai 




a\a -4- Oj, 


R 




a'^a + a^. 



Si on multiplie les deux membres de la première par a*, les 
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deux membres de la seconde par a, les deux membres de la 
troisième par 1, et qu*on ajoute ensuite membre à membre, 
on obtient 

On retrouve ainsi ce théorème : Le reste de la division d'un 
polynôme par x— a est le nombre obtenu en remplaçant x 
par a dans le polynôme. Ajoutons que, si Ton veut calculer la 
valeur numérique que prend un polynôme f[x) pour x = a^ 
ce qu'il y a de plus simple à faire, dans la plupart des cas, c'est 
de calculer, au moyen des trois règles précédentes, le quotient 
et le reste de la division de f{x) par x — a: le reste est le 
nombre cherché. 

Exemples. — i» Prenons pour f{x) le polynôme 

a:*-h3x« — ar— 7, 

et proposons-nous de calculer /"(S). 

Le quotient de f{x) par x — 3 est du troisième degré. Le 
coefficient de x^ au quotient est i. Multiplions i par 3, et au 
produit 3 ajoutons le coefficient de x^ au dividende ; ce coeffi- 
cient étant nul, 3 est le coefficient de x* au quotient. Multiplions 
3 par 3, et au produit 9 ajoutons le coefficient 3 de x^ au divi- 
dende; le résultat obtenu, 12, est le coefficient de x au quotient. 
Multiplions 12 par 3, et au produit 36 ajoutons le coefficient — 8 
de x au dividende; le résultat obtenu, 28, est le terme constant 
du quotient. Enlin, multiplions 28 par 3, et au produit 84 ajou- 
tons le terme constant — 7 du dividende ; on obtient ainsi le 
reste 77 : /•(3) = 77. 

2° Prenons pour f{x) le polynôme 

5a?* — 7x»-+-6ar— 1, 

et calculons /"( — 2j. 

Le quotient de f{x) par x-f-2 est du troisième degi'é. Le 
coefficient de x^ au quotient est 5. Multiplions 5 par —2, et 
au produit — 10 ajoutons le coefficient — 7 de x' au divi- 
dende; nous obtiendrons ainsi — 17, coefficient de x^ au quo- 
tient. Multiplions — 17 par — 2, et au produit 34 ajoutons le 
coefficient de x' au dividende; ce coefficient étant nul, 34 est le 

COR ET RICH. — TRAITÉ d'aLGÈBHE. k 
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coefficient de x au quotient. Multiplions 3i par — 2, et au 
produit — 68 ajoutons le coefficient 6 de j? au dividende ; le 
résultat obtenu, — 62, est le terme constant du quotient. 
Enfin multiplions — 62 par — 2, et au produit i24 ajoutons 
le terme constant — 1 du dividende ; on obtient ainsi le reste 
123: /*(— 2) = 123. 

38. Divisions de x"* ± a'" par x ±a. 

jo ^ — ^m gg^ toujours divisible par x — a, car le divi- 
dende s'annule pour x = a. Formons le quotient par la règle 
précédente ; on a ridentilé 

(1) 0?^ — a»" = (x — a)(a7'"-* + ax"^-^ h h a^'-^^x 4- oT^^). 

On voit que le quotient est un poljTiome homogène et de 
degré m par rapport aux deux variables x et a. 

2o ar*" + a"* (a 7^ 0) n'est jamais divisible par x — a. Le 
reste de la division est 20"*, et Ton a l'identité 

(2) x'^-^aT' = (ar— a)(x«-»-4-aa:'"-2H ha*"-2arH-(^'"-*)-+-2a">, 

que Ton obtient d'ailleurs en ajoutant ia^ aux deux membres 
de l'identité (i). 

3° Le reste de la division de x'" — a"* par x h- a est 
( — a)"' — a*". Il est nul si m est pair, égal à — 20"* si m est 
impair. On a donc, si m est pair : 

(3) x"*— a"'^xH-a)(x'"-"*— ax'"~2+a'x"'"'— • • -f-a"»"**— a»"'*), 
et si m est impair : 

(4) X*"— a»*» ^ (x-ha)(x'"-*— ax*"-*H a'"~*x+a*"-*)— 2a'" . 

4° Le reste de la division de x'" + a'»* par x + a est 
( — a)*" -h a"*. Il est nul si m est impair, égal à 2a"* si m est 
pair. On a donc, si m est impair : 

(B) or -+- a'" = (x 4- a)(x'"-* — ax"»-' H — oT'-^x 4- a»»»-*), 

et si m est pair : 

(6) x'"-+-a''»={xH-a}(x'"-^— ax»'-*H ha'"~*a?— a''-*)4-2a»". 

On peut d'ailleurs déduire les identités (5) et (6) respectivement 
des identités (4) et (3) en ajoutant 2a^ aux deux membres. 
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39. Théorème. — Si U7i polynôme f(x) est divisible séparé- 
ment par {x — a)*, (a? — 6)*, (a? — c)% ...5 a, b, c, , .. 
étant différents^ il est divisible par le produit 

{x - ay{x — by{x — c)^ 

En effet, on a l'identité 

ç(ar) étant un polynôme. Remplaçons-y x par b; nous obte- 
nons, puisque f(b) est nul, Tcgalité 

{b^aYo{b) = 0; 
comme b — a n'est pas nul, on a o{b) = 0. Donc <p(a?) est 
divisible par -x — b. Soit p' l'exposant de la plus haute puis- 
sance de X — b qui divise ^{x) : 

o{x) ^{x — by^{x), avec ^{b) ^ ; 

nous aurons 

f(x) = {x^aY[{x^by''}^{x)l, 
ou 

f{x) = {x^bn{x^aY^{x)], 

identité qui montre que f{x) est divisible par (x — b)^' et non 
par une puissance supérieure de x — b. Donc ?' est au moins 
égal à p, et f{x) est divisible par {x — aY(x — by : 

f{x) = {x^aY{X'-bYyJx), 

Xix) étant le polynôme (a; — 6)^'~^iKa?). On verra de la même 
façon, en remplaçant x par c, que yjx) admet le facteur 
X — c à une puissance d'exposant au moins égal à y : 

X{x) = {x ^ cYQ{x), 

Q{x) étant un polynôme, et on en conclut que 

f{xj = (ar — aY{x — bY{x — cYQ{x) . 
Et ainsi de suite. 

Il suit de là que si un polynôme f{x) de degré n s'annule 
séparément pour x = a, a? = 6, a? = c, . . ., a, 6, c, . . . 
étant des nombres tous différents, il est divisible par le produit 

(a? — a){x — b){x — c) 

S'il y a r nombres a, 6, c, . . . , on aura l'identité 

f{x) ^{x- a){x — b){x —c) ... fr{x), 
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fr{x) étant un polynôme de degré n — r dans lequel le 
coefficient de x^"'* est égal au coefficient de a?" dans f[x)': 

40. Théorème. — Il est impossible qu'un polynôme f{x) de 
degré n s'annule pour plus de n valeurs de la variable. 

Car s'il s'annulait pour n' valeurs Xi, x^^ . . . , a:„, de a?, «'>», 
il serait divisible par le produit (x — Xi){x — X2) . . .{x — x„'), 
ce qui est absurde, puisque ce produit est de degré n', et qu'il 
est impossible qu'une division dans laquelle le degré du diviseur 
surpasse le degré du dividende se fasse exactement. 

41. Théorème. — Si le polynôme Oq^" -f- aïo:?""* + ... -4- a« 
s'annule pour plus de n valeurs de x, il est identiquement nul. 

En effet, si les coefficients a©, «i, . . ., «n n'étaient pas tous 
nuls, le degré i du polynôme serait inférieur ou égal à »r. Le 
polynôme ne pourrait pas s'annuler pour plus de i valeurs dif- 
férentes de x; à plus forte raison, il serait impossible qu'il s'an- 
nulât pour plus de n valeurs de x. 

En particulier, si un polynôme s'annule pour toute valeur de x, 
il est identiquement nul. Il suffit même, pour que l'on puisse 
affirmer qu'un polynôme f{x) est identiquement nul, que ce 
polynôme s'annule pour toutes les valeurs d'un ensemble de 
nombres, jwurvu que cet ensemble contienne une infinité de 
nombres. L'ensemble des nombres entiers, l'ensemble de tous 
les nombres (ou simplement des nombres rationnels) compris 
entre a et 6 satisfont à cette condition. Ainsi un polynôme f[x) 
qui s'annule pour toute valeur de x comprise entre a et 6 (az^b) 
est identiquement nul. 

42. Théorème. — Si deux polynômes f[x)^ g{x)yVun et Vautre 
de degré au plus égal à n, deviennent égaux pour plus de n 
valeurs différentes de x, ils sont identiques. 

Car, autrement, la différence f{x) — g{x) serait un poly- 
nôme non nul identiquement, de degré au plus égal à n, et qui 
s'annulerait pour plus de n valeurs de x. 

FjnpaTiiculier^ deux polynômes /"(a:), g{x) sont identiques s'ils 
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deviennent égaux pour toute valeur de x, ou simplement pour 
toutes les valeurs de x appartenant à un ensemble qui contient 
une infinité de nombres (par exemple, pour toutes les valeurs 
de X comprises entre a et 6). 

43. Exercice. — Soit /"(x), g{x) deux polynômes, chacun de 

ffx) 
degré au plus égal à w. Considérons l'expression -j—^ à la- 
quelle on donne le nom de fraction rationnelle^ et supposons 
qu'elle prenne la même valeur k pour plus de n valeurs de x : 
le polynôme f{x) sera identique à kg(x). 

En effet, les deux polynômes /(x) et %(x), de degrés au 
plus égaux à n, deviennent égaux pour plus de n valeurs de x. 

Donc f(x) ^ kg(x) : la fraction ^-^ ou ^; prend la va- 

leur k pour toute valeur de x n'annulant pas g{x), (Pour une 
valeur de x annulant ^(x), la fraction n'aurait aucun sens). 

Si, par exemple, l'expression -; 7; prend la même va- 
leur k pour deux valeurs de x, ax -{- b est identique à 
k[ax-^ y); on a a = ka', b = kb\ d'où ab' = ka'b\ 
a'b = kb'a' : donc ab' — a'b. D'après cela, si ab' ^ a'b^ 
on est certain qu'à deux valeurs différentes de x correspondent 
deux valeurs différentes de la fraction. Si au contraire ab' = a'6, 

ax -f- b 
la fraction - — —^ a une valeur indépendante de x. 

ce JC 



EXTENSION DU THÉORÈME PRÉCÉDENT AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES 

44. Nous nous bornerons au cas de deux variables x, y. Voici 
l'énoncé du théorème que nous allons démontrer. 

Soit /*(x, y), ^(x, y) deux polynômes dans lesquels x n'entre 
pas à un degré plus élevé que m ni y à un degré plus élevé 
que p. Soit x,, x„ . . , x^' (m' > m) une première suite 
de m' nombres différents^ et soit y^^y%, . . ., y/ [p' > p) une 
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seconde suite de p' nombres différents entre eux. Si l'on a les 
m'p' égalités obtenues en donnant^ dans 

à rindice i Vune des valeurs 1, 2, . . ., m' et à V indice k l'une 
des valeurs 1, 2, . . ., p', on est sûr que ces deux polynômes sont 
identiques. 

Ordonnons en effet les deux polynômes f et g suivant les 
puissances croissantes de i/, et soit 

f{Xy y) = Oo+ a,î/ + aiy^ + . . . , 

g{x, y) = ^0+ %+ %* -f- . . . 5 

«oj (ii9 a2, . . . ; ^05 bi, ^25 . • . étant des polynômes en x dont les 
degrés ne dépassent pas m. Substituons Xi k x : nous aurons 
deux polynômes en y, de degrés ji au plus, qui deviennent 
égaux pour plus de p valeurs de y : ils sont donc identiques. 
Ainsi, pour x = x^, les polynômes «o, ai, aa» ... prennent 
respectivement les mêmes valeurs que les polynômes bo^ 6|, ôa,.... 
La même chose a lieu pour x = x^, x^, ...,x^/. Chacun 
des couples (oo, Ôq)? (^«j ^1)5(^2» ^s)» • • • est donc formé de deux 
polynômes en x de degrés m au plus et qui deviennent égaux 
pour plus de m valeurs de x : les deux polynômes de chaque 
couple sont donc identiques. Dès lors, les deux polynômes pro- 
posés sont identiques. 

En particulier, deux polynômes /"(x, j/), g (a?, y), égaux pour 
tout système de valeurs de x et de y, sont identiques. Ainsi on 
peut dire à volonté : deux polynômes sont identiques quand les 
polynômes réduits sont formés avec les mêmes termes, ou bien : 
deux polynômes sont identiques quand ils prennent la même 
valeur numérique, quelles que soient les valeurs numériques 
attribuées aux variables qui y figurent. 

f (x v^ 
Exercice. — Considérons l'expression , \ 9 dans laquelle 

g(^^ y) 

f Qt g sont deux polynômes qui ne contiennent pas a? à un 
degi'é plus élevé que m ni t/ à un degré plus élevé que p. Si 
elle prend la même valeur numérique X pour les m'p' systèmes de 
valeurs (a:,-, t/^) {i = 1, 2, . . , m' ; A: = 1, 2, . . . , p' ; m'^m^ 
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fi > p), on peut affirmer que f(x^ y) est identique à X ^(ar, y), 
et alors, pour tout système de valeurs n'annulant pas g{x^ t/), 

l expression —, — ~ ou -^7 — ^ prend la valeur numérique a. 



Plas grand commun diviseur de plusieurs polynômes (^). 



45. Ainsi que nous l'avons déjà dit, un polynôme g{x) est divi- 
seur de f(x), ou divise /*(a;), lorsqu'il existe un polynôme Q{x) tel 
qu'on ait fia) s g{x)Q{œ.) Remarquons que, si g{x) est un divi- 
seur de f{x)y kg[x) sera aussi un diviseur de f[x)^ k étant une 

constante quelconque différente de 0. Car l'identité f ^ gQ peut 

i 
s'écrire /"sA^Xt-Q. Dans tout ce qui va suivre, deux divi- 

seurs tels que g{œ), hg(x), qui ne diffèrent que par un facteur 
constant, ne seront pas considérés comme distincts. 

Remarquons encore que, si g{x) est un diviseur de f{x),g[x) 
sera un diviseur de tout multiple de fix). En effet, A étant un 
polynôme quelconque, l'identité f^gQ entraîne l'identité 
Af^^gXAQ. 

Remarquons enfin que, si g(x) divise plusieurs polynômes f{x), 
fi{x), ..., il divise leur somme. Car les identités f^gQ^ 
fi = ^Qi,... entraînent l'identité /*4- /i H- ... = g{Q + Qi -+-...). 
Il suit de là que, si un polynôme divise la somme de n polynômes 
et n — 1 de ces polynômes, il divise le n"''"^ 

On peut faire sur les polynômes une théorie analogue à la théorie 
arithmétique du plus grand commun diviseur de plusieurs nombres 
entiers. 

Deux ou plusieurs nombres entiers ont toujours au moins un 
diviseur commun, qui est 1. Le nombre des diviseurs communs à 
plusieurs nombres entiers est limité, puisque aucun de ces divi- 
seurs ne peut dépasser le plus petit des nombres donnés, et, par 
cela même, il y en a un plus grand que tous les autres, appoh'; plus 
grand commun diviseur, que l'on calcule sans peine par une suite 
de divisions. 

De même, des polynômes quelconques ont toujours au moins un 
diviseur commun, qui est une constante au hasard, non nulle. Il 
est évident a priori que le degré de chacun de ces diviseurs ne peut 



(1) Nous ne nous appuierons, dans ce qui va suivre, sur aucun des théo- 
rèmes démontrés dans les no»37 et suivants. 
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dépasser le degré de celui ou ceux des polynômes donnés dont le 
degré est le plus petit ; mais, parmi ces diviseurs, n'y en a-t-il pas 
plusieurs, distincts, de même degré et du plus haut degré possible? 
Le théorème suivant va nous permettre de répondre à cette ques- 
tion : 

Théorème. — Etant donné plusieurs polynômes, il existe un 
polynôme r{x) (pouvant se réduire à une constante différente 
de 0) tel que les diviseurs communs à ces divers polynômes soient les 
mêmes que les diviseurs de r{x). 

Admettons provisoirement ce théorème. Il en résulte que le poly- 
nôme r(a7), qui se divise lui-même, est diviseur commun aux 
polynômes proposés. Ceux-ci n'ont d'ailleurs aucun diviseur com- 
mun de degré supérieur au degré de r(œ). Supposons qu'ils en aient 
un, s{x)y de même degré que r(x) ; s{x) sera un diviseur de r{x}, 
c{ le quotient sera une constante k : r(x) = ks{x). Les deux divi- 
seurs r(x), s(x) ne sont donc pas distincts. Ainsi r{x) est le seul 
polynôme du plus haut degré possible qui divise k la fois les poly- 
nômes proposés. On l'appelle le plus grand commun diviseur de ces 
polynômes, et l'on voit que les diviseurs communs à plusieurs poly- 
nômes sont les mêmes que les diviseurs de leur plus grand commun 
diviseur. 



46. La démonstration que nous allons faire pour établir l'exis- 
tence du polynôme r nous donnera en même temps un moyen de 
le calculer. 

Supposons d'abord qu'on n'ait que deux polynômes f, g. Si f 
est divisible par g, tout diviseur de g étant un divivseur de f, les 
diviseurs communs k f qX h g sont les mêmes que les diviseurs 
de g. Supposons qu'aucun des polynômes /*, g ne soit divisible par 
l'autre, et pour fixer les idées, que le degré de f soit supérieur ou 
égal à celui de g. Je dis que les diviseurs communs h f oi g sont 
les mêmes que les diviseurs communs à g et au reste /* de la divi- 
sion de f par g. 

Car soit Q(a?) le quotient de cette division. On a 

Tout polynôme qui divise à la fois f et g divise aussi ^Q. Divi- 
sant une somme f de deux polynômes et une des parties ^Q de la 
somme, il divise l'autre /*. Tout polynôme qui divise g et /* 
divise gQ ; divisant les deux parties, ^Q et /», d'une somme, il divise 
cette somme f. Ainsi les diviseurs communs h f et g sont des di- 
viseurs communs k g et /*; les diviseurs communs k g et /i sont 
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des diviseurs communs h f et g. Les diviseurs communs h f cl g 
sont les mômes que les diviseurs communs k g Qt h. 

Si /* divise g, les diviseurs communs à ^ et /*, et par suite les 
diviseurs communs k f ci g, sont les mômes que les diviseurs 
de h. Si h ne divise pas g^ soit k le reste de la division de ^r.par /*. 
Les diviseurs communs k g et h sont les mômes que les diviseurs 
communs à ^ et A; si A divise h, ils sont les mômes que les divi- 
seurs de h ; sinon, soit l le reste de la division de h par A. Les divi- 
seurs communs k h et k sont les mômes que les diviseurs communs 
à A et / ; si / divise A, ce sont les mômes que les diviseurs de ^ ; si 
/ ne divise pas A, on continuera de la môme façon. Les degrés des 
restes successifs A, A, ^, . . . allant en diminuant à chaque fois, 
après un nombre limité d'opérations, on arrivera nécessairement k 
un reste identiquement nul. Soit r le reste qui le précède immé- 
diatement, qui peut d'ailleurs se réduire k une constante différente 
de zéro ; les diviseurs communs k f et g, qui sont les mômes que 
les diviseurs communs à g et Aj qui sont les mômes que les divi- 
seurs communs à A et A, . . ., qui sont les mômes que les diviseurs 
communs à g et r, sont les mômes que les diviseurs de r. 

Supposons maintenant qu'on ait plusieurs polynômes /", g A, A. 
Il existe un polynôme r tel que les diviseurs communs k f et g 
soient les mômes que les diviseurs de r ; un polynôme s tel que 
les diviseurs communs à r et A soient les mômes que les diviseurs 
de s ; enfin un polynôme t tel que les diviseurs communs k s et A 
soient les mômes que les diviseurs de t. Les diviseurs communs à 
/*, g, h, k sont les mômes que les diviseurs de t. 

47. La proposition est ainsi démontrée, et nous pouvons énoncer 
la règle suivante : 

RÈGLE. — Pour calculer le plus grand commun diviseur de deux 
polynômes, on les ordonne par rapport aux puissances décroissantes 
de X ; on divise celui qui est du degré le plus élevé par Vautre ; si la 
division se fait exactement, le polynôme de degré le moins élevé est le 
plus grand commun diviseur ; sinon, on divise le polynôme employé 
comme diviseur par le reste de la division, puis le polynôme employé 
comme diviseur dans cette nouvelle division par le reste qu'elle four- 
nit, et ainsi de suite jusqu'à ce qu^une division se fasse exactement ; 
le dernier diviseur est le plus grand commun diviseur cherché. 

Voici une remarque qui permet quelquefois de simplifier les cal- 
culs dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux 
polynômes. 

Soit f, g deux polynômes de degrés n, p (n >> p). Ordonnons- 
les par rapport aux puissances décroissantes de x, et divisons le 
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premier par le second. Appelons ew?"-/*, aix\-p, a^tn^i-p, ... les 
termes successifs du quotient, /i(a?), f2{ic), fi(x)^ ... les dividendes 
partiels successifs. On a les identités 

f = g .ax'^-p + fi, 
fi=g.a^TP + /s, 



Recommençons maintenant les nn'^mes opérations, en ayant soin 
de nmltiplier d'abord f{x) par une constante k différente de zéro, 
puis le dividende partiel ainsi obtenu par une nouvelle constante Ai 
difl'érente de zéro, puis le nouveau dividende partiel ainsi obtenu 
par une constante kt différente de zéro, etc. En vertu des identités 

hf^g, kax'^-P H- A/", , 
kkifi ^ g,khiaiX'\-v H- kkxf^, 
kkxkifi = g,kkik2a2X''t-P -h hkik^f^, 



les termes successifs obtenus à la place des termes du quotient sont 

hax^-p, kkiaix'\~Pj kkik^a^x^r-P,. ,., 

€t les dividendes partiels successifs sont 

Â/i, AAi/*2, kkikifzj 

Ainsi le quotient est altéré, et le reste nouveau est identique à 
Tancien multiplié par le produit des constantes A, Ai, .... Fina- 
lement, le dernier reste sera multiplié par le produit des con- 
stantes employées dans toutes les divisions successives et sera par 
conséquent le plus grand commun diviseur. 

On pourra donc, en utilisant cette remarque, ne pas introduire 
de coefficients fractionnaires. Si tous les coeiTicients d'un dividende 
partiel contiennent un môme facteur, on pourra le supprimer quel- 
quefois sans introduire de coefiicientii fractionnaires. Il va sans dire 
aussi que, si les coefficients d'im diviseur renferment un même 
facteur, on peut le supprimer. 

Exemple : Chercher le plus grand commun diviseur entre 
x^-hpx-\-q et 3a?* -h p. 

On divise 3x3 ^ 3^^ _|_ 3 ^ p^r 30,2 -|- p ; on obtient pour quo- 
tient X et pour reste 2px-h^. Supposons d'abord p = ; alors, 
si î 7^ 0, les deux polynômes ont pour plus grand commun divi- 
seur une constante ; si ^ = 0, leur plus grand commun diviseur 
est x^. 

Supposons maintenant p :^0, Divisons par 2px -h 3q le poly- 
nôme 3a7* 4- p, ou plutôt ùpal^ -+- 2p^ ; le premier terme du quo- 
tient est 307 et le premier dividende partiel est — 9ga?-f-2p*. Ce 
dividende partiel, multiplions-le par 2p, et divisons le produit 
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— i8pçaî-i-4p3 par 2px-h^'y le quotient est — 9^^ et le reste 
4p^-4-27^*. Si 4p3 4- 27^» ^zf: 0, les deux polynômes ont pour 
plus grand commun diviseur une constante; si 4^3-4-272^ = 0, 
leur plus grand commun diviseur est 2pa5-+- 3^. 

48. Théorème. — Quand on multiplie plusieurs polynômes par un 
même polynôme^ leur plus grand commun diviseur est multiplié par 
ce facteur. 

On entend par là que le plus grand commun diviseur des nou- 
veaux polynômes est identique au plus grand commun diviseur des 
anciens polynômes, multiplié par le facteur par lequel on les a 
multipliés eux-mêmes. Ce théorème résulte du procédé exposé pour 
calculer le plus grand commun diviseur de plusieurs polynômes. 
Supposons d'abord qu'on en ait deux, f Qt g ', soit h le reste de la 
division de / par ^, k le reste de la division de g par h, ..., r le 
dernier reste avant 0, c'est-à-dire le plus grand commun diviseur. 
Multiplions f et g par X(a?). Le reste de la division de f'k par g\ 
est h\ ; le reste de la division de g\ par kX est k\, etc. Tous les 
restes sont multipliés par X ; le plus grand commun diviseur, qui 
est le dernier de ces restes, est également multiplié par X. 

Soit maintenant quatre polynômes /*, g, h, k ; appelons r le plus 
grand commun diviseur de f at g, s le plus grand commun divi- 
seur de r et A,, t le plus grand commun diviseur de 5 et A ; « est, 
comme on sait, le plus grand commun diviseur de /*, ^, h, k. Mul- 
tiplions ces quatre polynômes par X. Le plus grand commun divi- 
seur de /X et g\ est rX ; le plus grand commun diviseur de rX et 
Jîk est *X ; le plus grand commun diviseur de ^X et k\ est t\ : tel 
est le plus grand commun diviseur de /"X, ^X, /iX, k\. 

Cette proposition entraîne la suivante : 

Quand plusieurs polynômes sont divisibles par un même polynôme 
X(ap), il en est de même de leur plus grand commun diviseur ; si on 
effectue les divisions, ce plus grand commun diviseur est lui-même 
divisé par le polynôme \{x) . 

En particulier, si on divise plusieurs polynômes par leur plus grand 
commun diviseur^ les quotients ont pour plus grand commun diviseur 
une constante. Réciproquement, si les quotients de plusieurs polynômes 
par un diviseur commun ont pour plus grand commun diviseur une 
constante, ce diviseur est le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes proposés, 

49. Lorsque deux polynômes f[x), g[x) ont pour plus grand 
commun diviseur une constante, on dit qu'ils sont premiers entre 
euxy que f est premier avec g ou que g est premier avec f. 
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On démontre comme en arithmétique la proposition suivante : 
On ne change pas le plus grand commun diviseur de deux poly- 
nômes en multipliant Vun d'eux par un polynôme premier avec 
Vautre. 

On en tire les conclusions suivantes : Si un polynôme divise un 
produit de deux facteurs et est premier avec Vun d^eux^ il divise 
Vautre ; si un polynôme est premier avec les facteurs d'un produit^ 
il est premier avec ce produit ; si deux produits sont tels que chaque 
facteur de Vun soit premier avec chaque facteur de Vautre^ les deux 
produits sont premiers entre eux. En particulier, si deux polynômes 
sont premiers entre eux, toute puissance deTun sera première avec 
toute puissance de Tautre. Ainsi, a et d étant deux nombres diffé- 
rents, x — a est premier avec a?— &; par suite, quels que 
soient les entiers positifs a, p, (x — a)* est premier avec [x — 6)?. 

Enfin on démontre comme en arithmétique que, si un polynôme 
est divisible par plusieurs autres premiers entre eux deux à deux, 
il est divisible par leur produit. D'après cela, si un polynôme est 
divisible séparément par (x — a)^, (x — 6)>, {x — c}"^, a, b, c étant 
des nombres différents, il est divisible par le produit 
(x — a)^{x — b)^{x-'C)\ On retrouve ainsi un théorème déjà 
démontré. 



Plus petit commun multiple de plusieurs polynômes. 

50. Plusieurs polynômes ont évidemment une infinité de mul- 
tiples communs. On démontre, comme en arithmétique, la propo- 
sition suivante : 

Étant donné plusieurs polynômes, il existe un polynôme [i{x) 
tel que les multiples communs à ces divers polynômes soient 
les mOmes que les multiples de ii{x). Ce polynôme \i(x) est le seul 
polynôme du plus bas degré possible qui soit multiple commun 
des polynômes proposés. On l'appelle le plus petit commun multiple 
de ces polynômes ^ et Ton voit que les multiples communs à plusieurs 
polynômes sont les mêmes que les multiples de leur plus petit com- 
mun multiple. 

Le plus petit commun multiple de deux polynômes est identiqt^ au 
quotient que Von obtient en divisant le produit de ces polynômes 
par leur plus grand commun diviseur, 

51. DkMONSTRATION d'un théorème RF.LATIF AUX RESTES OBTENUS DANS LA 
RECHERCHE DU PLUS GRAND COMMUN DIVLSEUR DE DEUX POLYNOMES. — Soit f 

et g les deux polynômes, n et p leurs degrés respectifs, et suppo- 
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sons n^ p. Soit Ri, Ra, ... les restes successifs obtenus on cal- 
culant le plus grand commun diviseur R de /* et ^ ; supposons 
qu'il faille A + 1 divisions pour trouver R. On a les identités 

/•=5rQi + R,, 

9 s RiQa -*- Rî, 

Ri = R2Q3 + Ra, 



R,>2 ^ R.-1O, -h Rf, 
RA-2 = R)t-iQ;fc-l-R, 



d'où Ton conclut 

Ri^r-^Qi, 

R2 = -/XÎ2-|-5r(l-+-Q,Q2), 

R3 ^ ni -4- Q2Q3) -l-^'H Qi - Q3 - Q1Q3Q3), 



Ainsi, Rf étant le »**^ reste, il existe deux polynômes F,-, G» tels 
que 

de plus, les degrés de F, et de d sont respectivement égaux à ceux 
des produits QiQ* . . . Q/, Q2Q3 . • . Qi. Cela est exact jusqu'au reste R3. 
Pour prouver que la loi est générale, il suffit de montrer que, si 
elle est vraie jusqu'au reste R,_i, elle Test, par cela môme, pour R,-. 
Admettons que Ton ait 

R,_2^/ï;.-2-i-^Fi_2, 

R,_i = /TGi_i4-gfFf-,, 

F»_2 et G/_2 étant des polynômes dont les degrés sont respectivement 
égaux à ceux de QiQi . . . Qj-j, QiQs . . . Qi-a ; F,_i et Gi_i des poly- 
nômes dont les degrés sont respectivement égaux à ceux de 
Q1Q2 . . . Quu Q2Q3 . . . Qu-i. Calculons R/. On a 

\\i = Ri-2 — Ri-iQ^ 
et par suite 

Ri s /Xif-a 4- ^F.-2 - (/Xi.-i -l-^F._,)Q„ 
ou encore 

R.- = /*Gi + firF.-, 
en posant 

F, = F/_2 - F,_,Q., 

Gf ^ Gt_2 — G,_iQt : 
Fi et Gi sont donc des polynômes dont los degrés sont bien respec- 
tivement égaux aux degrés de Q1Q2 . . . Q., Q2Q3 . . . Q/. 

Cela posé, appelons n, r2, . . . les degrés de Ri, R2, . . . ; ceux de 
Qi, Qï, Qs, . . . seront respectivement 

n — p, p — ri, ri — ?-2,. .. ; 



^^^T 
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le degré de Fi sera (n— p) 4- (p— n) -4- (n — r2) + . . . -h (n_2— ri.i), 
c'est-k-dire n— rt_i, et celui de G» sera p — rf_i. Or ri_i est 
supérieur à n : les polynômes F» et G* ont donc des degrés respec- 
tivement inférieurs à n — r„ p — r,-. 

En résumé, Ri étant le t**"'* reste, il existe deux polynômes Fi, G;, 
dont les degrés sont respectivement inférieurs à n — r,-, p — rf, 

et tels que l'on ait 

R, s fCu + ^Fi. 

Tel est le théorème que nous avions en vue. 

En particulier, R étant le plus grand commun diviseur entre f 
et ^, il existe deux polynômes F et G, dont les degrés sont respec- 
tivement inférieurs à n — r, p — r (si r est le degré de R), tels 

que l'on ait 

R^/G-4-^F. 

Dans le cas spécial où f et g sont premiers entre eux, R est une 
constante non nulle, et l'identité précédente devient 

1 i 

* = fffi +9fu ^^ ^ H" ^' ^* ^ "r ^ ' 

fi et Qi sont deux polynômes dont les degrés sont respectivement 
inférieurs à n et à p. On peut donc énoncer le théorème suivant, dû 
à Bézout : 

Si f et g sont deux polynômes premiers entre eux, de degrés n et p, 
il existe dettx polynômes /i et gi^ de degrés respectivement inférieurs 
à n et à p, tels que Von ait V identité fgi -f- g fi ^ 1 . 

Inversement, si quatre polynômes /*, ^, /*i, gi satisfont à l'identité 
précédente, on en conclut que chacun des couples de polynômes 
(/*» g)* [f, fi)y [9j 9i)i (fil 9i) est formé de polynômes premiers entre 
eux. Car si f et g, par exemple, n'étaient pas premiers entre eux, ils 
auraient un plus grand commun diviseur, R, qui ne serait pas une 
constante ; R, divisant f et g, diviserait i, ce qui est absurde. 

Nous venons de voir que, si f et g sont premiers entre eux, il y a 
un couple de polynômes X, Y, à savoir X s /*i, Y^^i, satis- 
faisant à l'identité 

(i) f\-i-g\^\. 

En existe-t-il d'autres ? 

Admettons qu'il y en ait un autre ; on aurait 

fY-i-gX^fgi-^-gfi, 

f diviserait donc le produit gifi — X)] étant premier avec g^ il 
diviserait /i — X, et on aurait 

f,^X^f\ 
et par suite 

Y — gt^gl, 



EXERCICES 63 

X étant un polynôme. Ainsi, X et Y seraient donnés par les formules 

Inversement, tous les couples de polynômes X, Y définis par les for- 
mules (2), dans lesquelles on prend pour X un polynôme arbitraire, 
satisfont à l'identité (1). 

En résumé, il y a une infinité de couples de polynômes satisfai- 
santà l'identité (1), et ils sont tous donnés par les formules (2), où X 
désigne un polynôme arbitraire. Si on prend X = 0, X se réduit 
à /"i, qui est de degré inférieur à «, et Y à ^i, qui est de degré 
inférieur kp. Lorsque X n'est pas nul identiquement, le degré de X 
est ^ n, celui de Y' est ^ p. Par suite, parmi les couples de 
polynômes (2), il y en a un et un seul où X est de degré inférieur 
à n et Y de degré inférieur ^ p : c'est le couple /"i, gi. 

Plus généralement, considérons l'identité 

(3) /-Y + ^X = A, 

les polynômes f et g étant premiers entre eux. Elle est vérifiée par 
le couple fih, g\h. Tous les couples de polynômes qui la vérifient 
sont donnés par les formules 

^' ( X^gih-^gl, 

Dans un et un seul de ces couples, X est de degré moindre que n : 
c'est celui qu'on obtient en prenant pour X le quotient de f{h par /*. 
De même, il y a un couple et un seul dans lequel Y' soit de degré 
moindre que p. Si le degré de h est moindre que n -hp, ces deux 
couples n'en forment qu'un. 
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1. Calculer le coefficient de x^ dans le développement de 
> (l+a:-+-2a?»-f- ... -+-n^")*. 

2. Soit le polynôme 

f{x) s (1 + ax)(i -h a^x)...{i -h œ^x). 
On demande de vériûer l'identité 

(i -h ax)f{ax) = (1 + a"'-*-*x)f{x)y 
et de s'en servir pour calculer les coefficients de f{x). 

3. Lorsqu'un polynôme f{x) vérifie l'identité f{x) ^ f(—x)^ il contient 
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uniquement des puissances paires de x ; lorsqu'un polynôme f(x) vérifie 
l'identité f(x) ^ — ^(— x), il contient uniquement des puissances im- 
paires de X. 

Démontrer que si deux polynômes ne contiennent que des termes dont 
les degrés sont tous de même parité, le quotient et le reste de leur divi- 
sion ne contiennent, eux aussi, que des termes dont les degrés sont tous 
de même parité. 

• 4. Former un polynôme en .t, ?,,(aî), qui s'annule pour x = et qui 
vérifie l'identité 

p désignant un entier positif ou nul. 

La valeur que prend le polynôme ^p[x) pour une valeur entière posi- 
tive n atti'ibuée à x est égale à la somme des p'<^w« puissances des n 
premiers nombres entiers. 

Tous les polynômes ^\{x), ?g(x), ... s'annulent pour 07 = — !. 

p étant supérieur à 0, on a Tidentité 

Si Ton fait x =z y — i le polynôme ^p[x) contient uniquement des 

puissances paires de y si p est impair, et des puissances impaires si p 
est pair. 
Si p est pair et différent de 0, le polynôme ^^(a;) s'annule pour 

a? = —-■ Appell. 

2 

\5. Calculer p et g de façon que x^-i-px*-hq soit divisible par 
x' + px + q. cj^-1-, Y--2 o.. Y^'^ 

[5, Dans quels cas .r* -h mabx 4- o' H- &^ est-il divisible par x-ha-hb\* 
Calculer le quotient. , -j i-l '^ f \\ . l^ \ . 1^^ 

[7^ Quelle relation doit-il y avoir entre p et ç pour qu'il existe un nom- 
bre a tel que x^-^px-hq soit divisible par (x — ^)*'- j^^ 

8. Démontrer qu'un polynôme entier en x peut toujours se mettre sous 
la forme ^{x^)-hX'\>{x'^), ç>(,i?-) et ^[x^) désignîint des polynômes en ar-, 
et que le reste de la division du polynôme par x* H- 1 est 

?(-l)-+-ar';(-l). 

9. Ordonner un polynôme fix) suivant les puissances d'un polynôme 
g{x), les coefficients étant des polynômes dont les degrés soient inférieurs 
au degré de g{x). 

10. w-r**^» — (u -h 1)0?" -h 1 est divisible par {x — i)-] calculer le quotient. 



r" 
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11. f{x) étant un polynôme à coefficients entiers, si f(2p) et /I2g + 1) 
{p et q étant des nombres entiers) sont tous deux impairs, il n'existe 
aucun nombre entier pour lequel f[x) soit nul. ^,^ 

12. Calculer le reste de la division de jt" — a* par a?'' — o' ; com- 
Tnent faut-il choisir m et p pour que la division se fasse exactement? 

I 13. Connaissant les restes a et p des divisions de l\x) par x ^ a et ^ 
\jr — b, trouver le reste de la division de f(x) par {x — a)(x — b). ^ 

14. Si Ton a 

2} -^pa-hq = 0, 

>-f-P?-+-g = 0, 

f-hpy-hq = 0, 
a. ^, 7 étant des nombres différents, on a 

a-h pH-Y = 0. 




: 15. Former un polynôme de degré non supérieur à 4 qui, pour 
j="l, 2, 3, 4, prenne la même valeur que ouc -h p, et qui, p9ur x = 0, 
prenne la valeur a. 

16. Étant donné n nombres distincts 

ai, Os, ... Qn'i 

puis n autres nombres 

Ui, u«, ... Un; 

il existe un polynôme f{x) et un seul de degré moindre que n, tel que 

A»*) = tt/fc» (* = 1, 2, ..., n). 

L*expression trouvée pour f{x) se nomme la formule d'interpolation de 
Lagrange . 

17. f(x) étant un polynôme, s'il existe un nombre a différent de tel 
qu'on ait l'identité f[x-ha) ^ f{x)y f{x) est une constante. 

18. Si un polynôme en x et y, f{x, y), symétrique par rapport à x et y, 
c'est-à-dire tel que f{x, y) ^ f{y, a?), est divisible par x — y^ quand 
on y regarde x comme seule variable, il est divisible par (x — y)-, 

* 19. Chercher le plus grand commun diviseur et le plus petit commun 
multiple des polynômes a^* — 1, jc*— i. Démontrer que, \l étant le 
plus petit commun multiple et d étmt le plus i;r:ind commun diviseur 
de a et 6, le produit (jr«* — {){x^ — 1) est divisible par (a:" — l)(.ri — 1). 

* 20. Démontrer que, a et 6 étant premiers entre eux, le polynôme 

x<if-i) -h x<^V -t- . . . -H a:« 4- 1 
est divisible par 

Xb-l 4- jrA-2 -h . . . + j; -h 1. 
COR ET RIBX. — TRAITÉ d'aLGKURE 5 
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* 21. Pour que deux polynômes fet g àe degrés n et p ne soient pas pre- 
miers entre eux, il faut et il suffit qu'il existe deux polynômes ^t et g\ de 
degrés n — ! , p — • I au plus, tels qu'on ait Tidentité 

*'22. Connaissant les restes R(a7), Ri(x) d'un polynôme f[x) par deux poly- 
nômes g{x)y gi{x), premiers entre eux, calculer, sans connaître f(x)t le 
reste de la di?ision de f[x) par g{x) X gi{x) . 

23. Soit f{x), g(x) deux polynômes, dont le second contient un terme 
indépendant de x ; soit en outre n un entier positif donné. 11 existe un 
polynôme Q et un seul de degré moindre q^e n tel que f—'gQ soit 
divisible par of". 

Application : f{x) = 1, g[x) ^ \ ± x. 



CHAPITRE II 



DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 



52. Expressions algébriques identiques. — Nous avons appelé 
polynômes identiques ceux qui sont composés des mêmes 
termes (après la réduction des termes semblables), et nous 
avons démontré que deux polynômes sont nécessairement iden- 
tiques quand ils prennent la même valeur numérique quelles 
que soient les valeurs numériques attribuées aux variables. Par 
analogie, nous dirons que deux expressions algébriques quel- 
conques, qui contiennent les mêmes lettres, sont identiques, 
quand elles prennent la même valeur numérique pour tous 
les systèmes de valeurs des lettres qui y entrent. Une expression 
algébrique est identiquement nulle lorsqu'elle prend la valeur 
numérique 0, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
lettres qui y figurent. Deux expressions algébriques identiques 
à une troisième expression algébrique sont identiques entre 
elles. 

Pour marquer que deux expressions algébriques A et B sont 
identiques, on écrit A^ B. A est le premier membre et B le 
second membre de Videntité A ^ B. Vérifier une identité, 
c'est reconnaître que ses deux membres sont identiques. La 
théorie des opérations sur les nombres permet de transformer 
certaines expressions algébriques en d'autres expressions iden- 
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tiques. Voici quelques exemples d'identités, dont la vérification 
n'offre aucune difficulté : 

{x — yY = {x-^yY — ixij ; 

(aj2 ^ y ,)(^'2 ^ y/2) = (j,y _ yy/)2 + (^y/ ^ ^yY . 

(a:« 4- y'jlx'* + y'') = {XX' + yyj h- [xy' - x'y )% ^ 
et plus généralement 

— (x H- y -h 2)(- X 4- 1/ 4- s)(a: — ■ y -h 2)(.r 4- y — -) 

= X* + y* + z* — îy»::» — 2s«x* — %c^y^ ; 



. I Te A 4- /a* — é /a 



— v/S*— A 



2 

Etant donné deux expressions algébriques quelconques A et 
B, si on considère l'expression algébrique A 4- B, il est clair 
que la valeur numérique qu'elle prend est égale à la somme 
des valeurs numériques de A et de B, quelles que soient les va- 
leurs numériques attribuées aux lettres qui figurent dans A et 
B; il est dès lors naturel d'appeler cette expression (et toute 
expression identique) là somme des expressions proposées. De 
même, Texpression A — B (et toute expression identique), l'ex- 
pression A X B (et toute expression identique), seront appe- 
lées respectivement la différence, le produit des expressions A 

et B. Enfin, l'expression -^ sera le quotient de A par B ou le 

rapport de A à B. -5- s'appelle aussi une fraction. 

11 y a une remarque à faire au sujet de cette dernière expres- 
sion dans le cas particulier où A et B sont des polynômes à une 
seule variable. Si l'on exécute sur les deux polynômes A et B 
l'opération (jue nous avons appelée division dans la théorie des 
polynômes, si Ton désigne par Q le polynôme que nous avons 
appelé quotient et par R le polynôme que nous avons appelé 

reste^ on a 

A = BQ 4- R, 
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d'où 

B — ^"*" B ' 

A. 

L'expression -g-» qui représente le quotient de A par B, tel 

que nous venons de le définir, n'est donc pas, en général, iden- 
tique au quotient de la division de A par B dans le sens de la 
théorie des polynômes : l'identité n'a lieu que dans le cas spé- 
cial où R est identiquement nul, c'est-à-dire où A est divisible 

par B. Dans le cas contraire, la fraction rationnelle -5- est la 

somme d'un polynôme et d'une fraction rationnelle ayant le 
même dénominateur que la fraction proposée et pour numéra- 
teur un polynôme de degré inférieur au dénominateur. 



I. — PRINCIPES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX ÉQUATIONS 

CONSIDÉRÉES ISOLÉMENT 



53. Soit A et B deux expressions algébriques contenant une 
ou plusieurs lettres a:, t/, z, ..., et non identiques. Chercher 
quelles valeurs il faut attribuer à ces lettres pour faire prendre 
aux deux expressions des valeurs numériques égales, c'est ce 
qu'on appelle résoudre l'équation A = B. Les lettres a:, y, s, . . . 
se nomment les inconnues de l'équation. Tout système do 
valeurs répondant à la question est une solution de l'équation . 
Dans le cas d'une seule inconnue, on dit souvent racine au lieu 
de solution. On dit que les solutions (ou les racines) d'une 
équation vérifient cette équation ou satisfont à cette éciuation. 
Une équation a deux membres : ce sont les deux expressions 
séparées par le signe =. Le premier membre est à gauche, le 
second est à droite du signe — . 

On dit que deux équations qui renferment les mêmes incon- 
nues sont équivalentes, quand elles ont les mêmes solutions. 
Ainsi, pour démontrer que deux écjuations (1) et (^2) sont équi- 
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valentes, il faut montrer : 1° que toute solution de (1) est 
solution de (2) ; 2*» que, réciproquement, toute solution de (2) 
est solution de (1). 

54. Nous allons démontrer deux principes permettant de 
transformer une équation en une autre équivalente. 

Principe I. — Quand on ajoute une même expression algé- 
brique C aux deux membres de l'équation 

(1) A = B. 
on obtient une équation 

(2) A -h G = B H- C 

équivalente à l'équation (i), pourvu qu'à chaque solution de 
r équation (1) corresponde une valeur numérique de C. 

En effet, soit (xi, yi, 2i, ...) une solution de l'équation (i) ; 
appelons a, 6, c les valeurs numériques de A, B, G pour 

rr = a?!, y = j/,, z = Sj, Par hypothèse, a = b : donc 

a-hc = 64-c, et (xi, yi, Si, .. .) est solution de Téquation 
(2). Réciproquement, si (a?,, j/i, 2i, ...) est solution de (2), on 
a, avec les mêmes notations, a-h c = 6-h c : donc a = b^ 
et (a?i, j/i, 2i, . . .) est solution de (1). 

Ce principe permet de faire passer un terme d'un membre 
d'une équation dans l'autre ; il suffît de^ l'effacer dans le mera^ 
bre où il se trouve et de l'écrire dans l'autre avec le signe 
contraire de celui qu'il a dans le membre où il est. En parti- 
culier, ce principe permet de faire passer tous les termes de 
l'équation dans son premier membre. L'équation A = B 
équivaut à l'équation A — B = 0. 

Principe II. — Quand on multiplie par un même nombre m 
DIFFÉRENT DE les dcux membres d'une équation 

(1) A = B, 

on obtient une équation 

(2) Am = Bm 
^équivalente à l'équation (1). 
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En efiFet, soit (xi, y„ Zi, ...) une solution de l'équation (1); 
appelons a, b les valeurs numériques de A, B pour x = Xt, 
y = 1/j, 5 = 2,,.... Par hypothèse, a = b : donc am = 6m, 
et (ar,, î/i, 2|, ...) est solution de l'équation (2). Réciproque- 
ment, si (â?!, y,, 2,, ...) est solution de (2), on a am = bm, 
ou (a — b)m = ; mais m est différent de 0, donc a = 6, 
et (xi, î/,, Zi, . . .) est solution de (I). 

Invei*8ement, quand on divise par un même nombre différent 
de les deux membres d'une équation, on obtient une équa- 
tion équivalente à la proposée. Cette réciproque est en effet 
impliquée par le théorème direct. En particulier, on pourra 
changer les signes de tous les termes d'une équation, car cela 
revient à multiplier les deux membres par ~ 1. Ainsi l'équa- 
tion 2a: — 6=3arH-ll est équivalente à —2x4-5=— 3ar — il. 
On peut dire aussi que cela revient à faire passer les termes du 
premier membre dans le second et ceux du second membre 
dans le premier. 

55. Une équation est dite entière quand ses deux membres 
sont des polynômes entiers par rapport aux inconnues. Soit 
A = B une telle équation. Mettons-la sous la forme A — B = 0, 
puis faisons, dans le polynôme A — B, la réduction des 
termes semblables. Si le polynôme réduit ainsi obtenu est de 
degré 0, l'équation n'a aucune solution ; sinon, le degré de ce 
polynôme est ce qu'on appelle le degré de l'équation ; les coeffi- 
cients de ce polynôme sont les coefficients de l'équation. 

Ainsi une équation du premier degré à une inconnue x peut 
toujours se mettre sous la forme aa?-4-6 = 0, a et 6 dési- 
gnant deux nombres connus dont le premier est différent de ; 
une équation du premier degré à deux inconnues ar, y se 
ramène à la forme a.c-h 6y -f- c = 0, a, b, c désignant trois 
nombres connus dont les deux premiers sont différents de ; 
une équation du premier degré à trois inconnues x^y^z se 
ramène à la forme ax -H ^y -H cz + d = 0, a^ b^ c^d dési- 
gnant quatre nombres connus dont les trois premiers sont diffé- 
rents de 0, etc. 
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56 . Résolution d'une équation du promier degré à une Incon- 
nue. — Soit l'équation ax -h é = 0, a ^zf: 0. Il faut calculer x 
de façon que la somme des deux nombres ax et b soit nulle, 
ou, ce qui revient au même, de façon que ax égale — 6. Or, 
a étant différent de 0, il existe un nombre x et un seul tel que 

ax égale — 6, c'est le quotient de — b par a : 

Ainsi une équation du premier degré à une inconnue, 
ax + 6 = 0, admet une racine et une seule donnée par 

la formule x = 

a 

Appelons x' cette racine, x' est ce qu'on appelle la racine du 

binôme ax-hb. On a l'identité 

ax-h b ^ a{x — x'), 

d'où il résulte que le binôme ax-\-b a le signe de 4- a pour 
les valeurs de x supérieures à sa racine et le signe de — a 
pour les valeurs de x inférieures à sa racine. 

57. Exemples : 

1® Résoudre l'équation 

Cette équation équivaut (principe II) à la suivante : 

48x — 8 -f- 12x = 5x -4- 432, 
laquelle équivaut (principe I) à 

(2) 5r)x-- 440 = 0. 

Or l'équation (2) admet une racine et une seule, 

^ = -55 =^- 
8 est racine de l'équation (i), qui n'en admet pas d'autre. 
2» Résoudre l'équation 

... 2x-h7^ x-4-a 
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dans laquelle x est l'inconnue ; les lettres a et b désignent 
des nombres connus quelconques, tels cependant que ia + 6, 
2a — b soient simultanément différents de 0. 
Cette équation équivaut (principe II) à celle-ci : 

(2a — b){2x -4- 7h) = 4a* — 6« + (2a -+- b)(x h- a), 

laquelle équivaut (principe I) à 

f2) (2a — 3% — 6a* -h 13^6 -66^ = 0. 

Supposons 2a — 3^ yf: ; alors Téquation (2), et par suite 
réquation (1), a une racine et une seule, donnée par la formule 

6a« — i^ab -4- 6b^ ^ 

X = 5 :rr = 3a— 2^. 

za — 36 

Supposons 2a — 3b = ; l'équation (2) devient 

Oxar — 6a2H-13aô — 6^> = 0, 

et deux cas sont à distinguer : 

1" Cas : 6a* — I3ab -+-6b^:^0; (2) n'a aucune solution, et 
(1) n'en a pas non plus. 

2* Cas : 6a* — 13a6 h- 66* = 0. Le premier membre de (2) 
est un polynôme nul identiquement : tout nombre algébrique 
est solution de (2) et par suite de (1). Les deux membres de (1) 
sont alors des polynômes en x qui sont identiques : (1) est une 
identité et non une équation. 

58. Problème des mobiles. — Deux mobiles se meuvent d'un 
mouvement uniforme sur une même droite x'x. On donne la 
vitesse et le sens du mouvement de chaque mobile. On indique 
la position de chacun d'eux à une certaine époque, que nous 
appellerons l'origine des temps ; quelle est l'époque de leur ren- 
contre ? 

Choisissons sur la droite un sens positif x'x et une origine 
des abscisses 0. Soient v et v' les valeurs algébriques des 
vitesses des deux mobiles,, a et a' les abscisses des posi- 
tions A et A' des mobiles à l'origine des temps : u, v\ a, a 
sont les données du problème. Soit enfin x Tintervalle de temps 
séparant l'origine des temps de l'époque de la rencontre, précédé 
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du signe + ou du signe — , suivant que la rencontre a lieu 
après ou avant l'origine des temps, x est l'inconnue du pro- 
blème. 

M étant le point de rencontre, on a d'une part OM = a -h vx, 
d'autre part OM = a' -4- v'x : donc 

a'-\-vx = a'-^ v/Xy 

équation équivalente à 

(1) (t? — r'JxH-a — a' = 0. 

Si v:^ v\ X est la racine d'une équation du premier degré : 

a' — a 



X = 



u — u 



Les deux mobiles se rencontrent à une époque bien déter- 
minée, postérieure ou antérieure à l'origine des temps, suivant 

que le nombre 7 est positif ou négatif. 

Supposons V = v' ; l'équation (1) devient 

Oxx + a — a' = 0. 

Si a 9zf: a! y elle n'a aucune solution : les deux mobiles ne se 
rencontrent jamais, ce qui est évident de soi-même, car dire 
que V = v\ c'est dire que les deux mobiles marchent avec la 
même vitesse dans le même sens : ils restent donc toujours à la 
même distance A A'. Si a=ia\ le polynôme (u — v')x-\-a — al 
est identiquement nul ; (1) est une identité et non une équation. 
Tout nombre répond à la question : les deux mobiles ne se quit- 
tent pas, ce qui est encore évident. 

59. Discussion de l'équation ax-^b z=. m{a'X'\-b'). 

Posons-nous Ja question suivante : Quelles sont les valeurs 

ax -\-' b 
que prend la fraction -; [a! i^ 0), lorsqu'on donne 



à X toutes les valeurs possibles? 
Pour y répondre, nous allons résoudre l'équation 

,.. ax-{-b 

ax -\- 



ÉQUATION DU PKEMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE 75 

Toute racine de (1) vérifie Téquation 

(2) a.r -4- 6 — m(a'.T -+- h') = 0. 

b' 
Réciproquement, toute racine de (2), autre que -^ est 

h' 
racine de (1). D'ailleurs, si est racine de (2), on a 

--+-6 = 0, ou ab — a'b = 0, et la fraction —, j, a 

a a'x -h b 

une valeur constante, quel que soit x. Supposons ab' — a'b z^O ; 

a 
alors (2) équivaut à (1). Or, si m^—j^ (2) a une racine et 



a 



a 



une seule, et si m = -7 > (2) n'a aucune racine. La fraction 



a 



considérée prend donc une fois et une seule n'importe quelle va- 
leur, sauf une valeur exceptionnelle —7 • Nous savions déjà que, 

dans le cas où ab' — a'b yif: 0, à deux valeurs distinctes de x 
correspondent deux valeurs différentes pour la fraction et que 
par suite l'équation (1) n'a pas plus d'une racine ; nous venons 

a 
de prouver que, quel que soit m, pourvu que m soit ^f —7- 5 

elle en a toujours une. 

60. Résolution d*une équation du premier degré à plusieurs 
inconnues. — Considérons l'équation 

ax+by + c =iQ^ ab:pt O9 

où les inconnues sont x et y. Cette équation équivaut à celle-ci : 

by-^c 



X = — 



a 



On voit que l'inconnue y peut être prise à volonté, car, en 
donnant à y une valeur quelconque, on aura toujours une 
valeur correspondante de x qui satisfera à l'équation. 
De même, si on a l'équation 

0x4- 6i/-HC2 + d = 0, abc:^0^ 
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OÙ les inconnues sont j; , y et z, cette équation équivaut à 

by -\-cz -{-d 

X = . 

a 

On voit que les inconnues y et z peuvent être prises à volonté, 
car, en donnant à y eikz des valeurs quelconques, on aura tou- 
jours une valeur correspondante de x qui satisfera à Téquation. 
D'une manière générale, une équation du premier degré à n 
inconnues (n > i) a une infinité de solutions, et l'on peut 
choisir arbitrairement les valeurs de n — 1 inconnues. 



Inéquations. 

61. Soit A et B deux expressions algébriques contenant des 
lettres ar, y, z, ..., et non identiques. Chercher pour quelles va- 
leurs de ar, t/, z, ... la valeur numérique de A est plus grande 
que celle de B, c'est résoudre l'inéquation A > B. Chercher 
pour quelles valeurs de ar, y, z, ... la valeur numérique de A 
est plus petite que celle de B, c'est résoudre V inéquation A < B. 
Les lettres x, t/, z, ... se nomment les inconnue* de l'inéquation. 
Tout système de valeurs répondante la question est une solution 
de l'inéquation. A est le premier membre et B \e second membre 
de l'inéquation A > B. 

On dit que deux inéquations, qui contiennent les mêmes in- 
connues, sont équivalentes ^(\\idin& elles ont les mêmes solutions. 

Voici deux principes permettant de transformer une inéqua- 
tion en une autre équivalente : 

i^ Si on ajoute une même expression algébrique C aux deux 
membres d'une inéquation 

(1) A>B, 

on obtient une inéquation 

(:i) A -+- C> B 4- C 

équivalente à la première, pourvu qu'à chaque solution de 
rinéquation (1) con*rsponde une valeur numérique de C. 



r^ 
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En effet, soit (xi, t/i, 2,, ...) une solution de Tinéquation (1), 
et appelons a, 6, c les valeurs numériques de A, B, C pour 
X = Xi, y = y„ ; = z,, .... On a, par hypothèse, a ^ b, 
et par suite a '\'C';> b + c. Donc (a:i, t/i, Zi, ...) estsolution 
de l'inéquation (2). Réciproquement, toute solution de (2) est 
solution de (1). 

2^ Si on multiplie (ou si on divise) par un même nombre m 
DIFFÉRENT DE ZÉRO les dcux membres d'une inéquation (1) A > B, 
on obtient une nouvelle inéquation équivalente^ à condition de 
garder le sens de l'inéquation si m est positifs de le changer si m 
est négatif. 

Soit m > 0. Montrons que l'inéquation (1) équivaut à Tiné- 
quation (2) m\ > mB. Soit (xi, yi, Si, . . .) une solution de 
{!); appelons a^ b les valeurs numériques de A, B pour 

X = Xi, y = y,, s = zi, On a, par hypothèse, a^ b : 

donc ma^mb^ et (xi, t/i, Zi, ...) est une solution de (2). 
Réciproquement, toute solution de (2) vérifie (1). 

Si m était négatif, l'inéquation (i) équivaudrait à l'inéqua- 
tion (3) mX <; wiB. 

Le premier principe permet de faire passer un terme d'un 
membre d'une inéquation dans l'autre en changeant son signe. 
Si les deux membres sont des polynômes en j:, j/, z, ..., et 
si m est le degré du polynôme obtenu en faisant passer tous les 
termes dans un même membre et en faisant la réduction dos 
termes semblables, l'inéquation est dite de degré m. Ainsi une 
inéquation du premier degré à une inconnue x peut toujours se 
ramener à la forme ax -f- 6 > 0, a^O. Si a est positif, 

elle équivaut à x > , tandis que, si a est négatif, elle 

équivaut à x < De même, l'inéquation ax-^ b <^0 

, , à , b 
équivaut, suivant les cas, a a< ou a x> 

a il 

On retrouve ce résultat, que le binôme ax -h b a le signe 
de -Ha pour les valeurs de x supérieures à sa racine, le 
signe de — a pour les valeurs de x inférieures à sa racine. 
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Remarques importantes. 

62. Remarque I. — Pour résoudre V équation 

(1) AB = 0, 

on résout les équations 

(2) A = et (3) B = 0. 

On ne garde des solutions de (2) que celles auxquelles correspond 
une valeur numérique de B, et des solutions de (3) que celles 
auxquelles correspond une valeur numérique de A. 

En effet, pour qu'un système de valeurs des inconnues annule 
le produit AB, il faut qu'il annule Tun des facteurs ; mais cela 
ne suffit pas : il faut encore qu'à ce système corresponde une 
valeur numérique de l'autre facteur. Tout système de valeurs 
des inconnues auquel correspondent des valeurs numéri- 
ques a, b dont une au moins est nulle est une solution de 
l'équation (1). 

Dans le cas particulier oii k et B sont des polynômes^ toutes 
les solutions des équations (2) et (3) conviennent. On dit que 
l'équation (1) se décompose en deux équations (2) et (3). 

Ainsi, f{x) étant un polynôme en x de degré m, si nous 
connaissons une racine a de Téquation f(x) = 0, nous 
savons que f{x) ^ {x — a)Q{x}, où o(a?) est un polynôme de 
degré m — 1, et les racines restantes de l'équation f{x) = 0, 
s'il y en a, pourront être calculées si 1 on sait résoudre l'équation 
o{x) = de degré jn — 1. De même, si nous connaissons 
deux racines a, b de l'équation /*(x) = 0, nous savons que 
f{x)^(x—a){x—b)^{x), oii ^(x) est un polynôme de degré 
m — 2, et les racines restantes de f{x) = pourront être 
calculées si l'on sait résoudre l'équation ^{x) = de degré 
7?i — 2, et ainsi de suite. Par exemple, l'équation 

(jr. — a){%r + a') -H [x — a){?x 4- p') + (.r — a){^(X -H y) = 
admet la racine a, et, si on l'écrit 
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on voit que, dans le cas oii a-+-p-hY^O, elle admet en 

a' H- S' -H y 

outre la racine ^ • 

Soit encore f\x) = 0, cp(a?) = deux équations entières à une 
inconnue x. Soit r{x) le plus grand commun diviseur des poly- 
nômes f[x)^ <p(a). Supposons que r{x) ne soit pas une constante. 
On a f\x)^r(x)fx[x)^ o(a?) s r(a?)Oi(a7), fx et oi étant deux poly- 
nômes. Les racines de r[x) sont des racines communes aux deux 
équations proposées. Inversement, supposons que les équations 
proposées aient une racine commune a; alors x — a sera un 
diviseur, commun à /* et à o : ce sera donc un diviseur du plus 
grand commun diviseur r(jc) de f et de ç, et a sera racine de 
réquation r(x) = 0. D'après cela, pour voir si les équations pro- 
posées ont une ou plusieurs racines communes, on calculera le 
plus grand commun diviseur r{x) entre f{x) et o[x). Si c'est une 
constante, les équations n'ont pas de racine commune. Sinon, 
elles ont une ou plusieurs racines communes, qui sont les racines 
de réquation r[x) = 0. 

63. Remarque II. — Pour résoudre une équation de la forme 

(1) ^- = 0, 

on résout réquation 

(2) A =• 0. 

On ne garde des solutions de cette équation que celles auxquelles 
correspond une valeur numérique de B différente de zéro. 
En effet, pour qu'un système de valeurs des inconnues annule 

la fraction — » il faut qu'il annule le numérateur; mais cela 

D 

ne suffit pas : il faut en outre qu'à ce système de valeurs cor- 
responde une valeur numérique h de B, ensuite que b soit 
^f: 0. Tout système de valeurs des inconnues auquel corres- 
pondent des valeurs numériques a, b telles que a = 0, ô 7^ 0, 
est une solution de l'équation (1) . 

Remplacer l'équation — = par l'équation A = 0, c'est 

ce qu'on appelle chasser le dénominateur de l'équation donnée. 
Exemple, — Soit à résoudre l'équation 

i 11 



X — a x-ha x^ — a 



2 r.2 
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Observons tout d'abord qu'aucun des deux nombres * -ha, — a 
ne peut être racine. Cela posé, d'après le principe I, l'équation 
équivaut à la suivante : 



u -J = 0, 



X* — a* X* — a* X* — a 
ou 

(1) ^^ = 0- 

X* — a* 

Résolvons l'équation (2) 2x — 1 = ; elle donne x = — . 

1 1 

Si — est égal à -ha ou à — a, c'est-à-dire si a = ih _ , 

2 Z 

l'équation proposée n'a pas de solution. Dans le cas contraire, le 

1 

nombre — » n'annulant pas x^ — a*, est la solution (uni- 

z 

(jue) de l'équation proposée. 
64. Remarque III. — Considérons une équation de la forme 

(1) A = re", 

n étant entier positif. Soit (xj, t/i, Zi, ...) une solution de 
cette équation. Appelons a, fi les valeurs de A, B pour 

j- = Xi, y = j/j, 2 = Zi^ On a, par hypothèse, a = Vô ; 

donc a" = 6, de sorte que (xi, t/i, s,, . . .) est solution de 
l'équation 

(2) A" = B. 

Ainsi les solutions de (1), s'il y en a, sont des solutions de (2). 
Si donc l'équation (2) n'a pas de solution, l'équation (1) n'en a 
pas non plus. Supposons que l'équation (2) ait une solution 
[^19 Uu -i> . • Oî faisant prendre à A et à B les valeurs a et b. 
Par hypothèse, a" = 6. Si n est impair, on en conclut 
a = 7^, et {.ri, t/j, Zi, ...) est solution de l'équation (1). 
Si n est pair, comme a" est égal à ft, on a nécessairement 
^>0, et, de plus, a = -hVi" ou « := — 76'. Donc 
(ï*!, 2/i, -1, ...j est solution de l'équation (1) ou de l'équation 

:]) A=:— VB. 

Si a = -h y'TT, on a a > ; si a = — v^ 6 , on a a < 0. 
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D'après cela, si la solution (xi, yi, z^ . . .) satisfait à Tinéquation 
A r> 0, c'est une solution de l'équation (1) ; si elle satisfait 
à l'inéquation A < 0, c'est une solution de l'équation (3) ; 
enfin si elle satisfait à l'équation A = 0, par cela même» elle 
satisfait à Téquation 6 = 0, et c'est une solution de (i) et 
de (3). 

En résumé, si n est impair, (2) équivaut à {i)\ si n est pair ^ 
pour résoudre (1), on résout (2), et on ne garde des solutions 
trouvées que celles qui satisfont à Vinéquation A >> 0. Rem- 
placer l'équation (1) par l'équation (2), c'est ce qu'on appelle 
chasser le radical. On voit que, si n est pair, l'équation (2) 
n'est pas nécessairement équivalente à l'équation (i). 

Exemples : Soit à résoudre l'équation 

(1) /F = a. 
Résolvons l'équation 

(2) x = a*; 

elle n'a qu'une racine, a*. Si a est positif ou nul, a* est racine 
de (1); si a est négatif, (1) n'a pas de racine, ce qui est évi- 
dent a priori; a* est racine de — ^ x = a. 
Soit encore à résoudre l'équation 

(i) v/ïM^ = a? — 1. 

Résolvons d'abord l'équation 

(2) x» + a = (a:— 1)2; 

1— a 
elle n'admet qu'une racine, — 3 — Pour que cette racine satis- 

z 

fasse à l'équation (1), il faut et il suffit qu'elle soit supérieure ou 

1 — o 
égale à 1 . Or l'inégalité — 3— > 1 éciuivaut à a < — 1 . 

Ainsi, pour a < — 1, l'équation (1) admet la racine unique 

j a 

; pour a > — i, l'équation (1) n'admet pas de racine. 

65. Terminons par trois remarques concernant les inéqua- 
tions : 

œR ET MBH. — TRAITÉ d'aLGÈBIIE 6 
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I. — Pour résoudre une inéquation de la forme AB > 0, on 
cherche les systèmes de valeurs de x, y, z, ... vérifiant simul- 
tanément les inéquations A > 0, B > 0, ou simultanément 
les inéquations A < 0, B < 0. 

A 

II. — L'inéquation -^ ^ équivaut à l'inéquation AB>0. 

III. — Soit à résoudre une inéquation de la forme 

(1) A > VB . 

Supposons n impair. Soit (a^i, j/i, z„ ...) une solution de 
cette inéquation, faisant prendre à A, B les valeurs numé- 
riques a, ô. On a par hypothèse a>VT, d'où a'*>6. 
Donc (xi, t/i, Zi, ...) vérifie l'inéquation 

(2) A» > B. 

Inversement, toute solution de (2) vérifle (i). Ainsi, pour n 
impair^ les inéquations (i) et (2) sont équivalentes. 

Supposons maintenant n pair. Soitde nouveau (xi, j/i, z,, ...) 

une solution de (i). On a, avec les mêmes notations, a > V7«. 
ce qui exige b> 0, a > 0, et on en conclut a** > 6, de sorte 
que (x,, î/i. Si, ...) vérifie Tinéquation (2). La réciproque n'est 
pas vraie : un système de valeurs rendant B négative et donnant 
un sens à A vérifie l'inéquation (2) et ne vérifie pas l'inéqua- 
tion (i). Considérons maintenant un système de valeurs véri- 
fiant (2j et rendant B positive ; un tel système ne peut 
annuler A ; s'il rend A positive, il vérifiera (1) ; s'il rend A 
négative, il vérifie, non pas (1), mais A < ^ï. En résumé, 
*i n est pair y pour résoudre (i), on résout (2), et on ne garde 
des systèmes de valeurs trouvés que ceux qui satisfont à la fois 
aux deux inéquations A > 0, B > 0. 

Soit enfin à résoudre l'inéquation 

(3) A < fB. 

Si n est impair, elle équivaut à Vinéquation 

(4) A» < B. 

Supposons n pair. Tout système de valeurs rendant B posi- 




EXERCICES 83 

tive ou nulle et A négative ou nulle satisfait à l'inéquation (3), 
pourvu qu'il ne rende pas nulles à la fois B et A. Considé- 
rons maintenant des nombres satisfaisant à (3) et rendant A 
positive ; ces nombres rendent B positive et satisfont par con- 
séquent à l'inéquation (4). Inversement, tout système de nom- 
bres vérifiant Tinéquation (4) rend B positive et satisfait, dans 
tous les cas, à l'inéquation (3). Ainsi, pour n pair^ les solutions 
de (3) sont les systèmes de valeurs satisfaisant d A ^ 0, B > 
(excepté ceux qui satisfont à la fois à A = 0, B = 0), et, 
parmi ceux qui rendent A > 0, tous ceux qui vérifient fine- 
quation (4). 



EXERCICES 



1. Vérifier l'identité 

(ft - c)[[x - ay -h y*] -^{c- a)[[x - 6)» -+- y«] + (a - &)[{r — c)« -h v'] 



8. Montrer que l'expression 

(y — %)3r -+- (js — x)y^ -\-(x — y)z* 



(y — z){2 — x){x — y) 
est identique à un polynôme en x, y, z. Trouver ce polynôme. 

*3. f(x) étant un polynôme entier en x, et u et v deux polynômes 
premiers entre eux, il existe deux polynômes A et B tels qu'on ait Tidentité 

f{x) _ A B 



uv u V 



Plus généralement, u, v, w étant des polynômes premiers entre eux deux 
à deux, il existe des polynômes A, B^ G tels qu'on ait l'identité 

f(x) ABC 



UVID U V W 



4. f(x) étant un polynôme de degré 2n— 1, il existe un système et 
un seul de nombres ai, bu ûs, &«»... tels qu'on ait l'identité 

f[x) a\X -h b\ QiX -f- fcs QnX H- bt 



^ 1- _ j_ ... -1- _^____«^ 

\a^ -h par -h gj» (x* -'r-px-^q)'' (a?* -h par -h g)"-^ a:' -h par h- g 



ÉQtATlONS SmCLTiSfiES 



/ï--,'i^^ = '; 


x= 


± ^x^^^ ± */x^rk = V; 




,T-Vr-.-,'l-x=l 


x=o 


/F-;i-vi-i = >; 


x-i 


,^-^x_vi-'-'- 


- 



ue IJ-. quatre poinls A. B, A', B"; et, en dehors de 
C C. Soit b, E. D', E" les poioU de reocontre des 
■B- sTec une droite parallèle i x'j. Déterminer la po- 

DÉ 

: droite de manière que g—, = a. 

7. On donne deui cercles concentriques de rayons 
R' |R > R), et on demande de les couper par une 
tanteteUeque AB = a. On prendra comme inconnue 
distan ce de à AB Pisfu s si on- 

1 d'un cercle connaissant les longueurs J, r de dei« 
:ur distance d. '^' L *t ^'' '•'-''■" "' X'^ '^^'^ 



;^s^]-Hi 



i GÉNÉRAIX RELATIFS AUX ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES 

«quaUoDs. — Éunt donné plusieurs équations 
= 0, B = 0, C = 

ieurs inconnues j-, y, :, ..., chercher leurs 
lies, c'est-à-dire les systèmes de valeurs des 
^ vérifient toutes à la fois, c'est résoudre te 
ions proposées. Va tel système de valeurs des 
lime une solulion du système des équations 

équation est une aonsêquence d'un système 
lion du système est solution do l'équation, 
it fonné d'équations distinctes quand aucune 
conséquence du système formé par les autres. 
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Systèmes équivalents. — On dit que deux systèmes d'équations 
qui renferment les mêmes inconnues sont équivalents^ quand 
ils ont les mêmes solutions. Pour démontrer que deux systèmes 
(1) et (2) sont équivalents, il faut faire voir que toute solution 
de (1) est solution de (2), et réciproquement. 

Quand, dans un système (i) de n équations, p équations 
sont des conséquences du système (2) formé par les (n — p) 
autres, le système (1) est équivalent au système (2). 

67. Théorème. — Lorsque l'une des équations d'un système 
est résolue par rapport à x, c'est-à-dire est de la forme x = A, 
A ne contenant pas x, si on remplace x par A dans les équa- 
tions restantes, le nouveau système ainsi obtenu est équivalent à 
l'ancien. 

Ainsi le système 

(1) a? = A, B = 0, G = 0, 

oii B, C peuvent renfermer toutes les inconnues et oii A peut 
renfermer toutes les inconnues autres que ar, équivaut au 

système 

» 

(2) ar = A, B' = 0, C = 0, 

dans lequel B' et C sont les expressions obtenues en rempla- 
çant X par A dans B et C. 

Soit (ar,, yi, Si, ...) une solution du système (i). Pour 
y =yi, z=zZi, ..., A prend la valeur numérique Xi, et 
pour X = Xi, y = t/i, 2 = Zi, .. ., B et C s'annulent. Or 
B', c'est B où Ton a remplacé x par A ; la valeur numérique 
de B' pour y = t/i, z = Zi, .. ., est donc la même que la 
valeur numérique de B pour x = Xi, y =: y^^ z =. z,, .. .; 

c'est-à-dire 0. De même G s'annule pour y = j/i, z = Zi, 

Donc (a:i,yi, Zi, ...) est solution de (2). Réciproquement, soit 
(xi, yi, S|, ...) une solution de (2). Pour y = yi, z = s,, ..., 
A prend la valeur numérique x^ B' et C prennent la valeur 
numérique 0. Donc, pour x = Xi, y = yj, z = z,, ..., 
B et C s'annulent, et (ari, yj, Si, ...) est bien une solution 
de (1). 
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68. Applications, i"* Résoudre le système 

C4a:-+-3y — 24 = 0, 
^*^ jsa? — 2î/— 7 = 0. 

11 équivaut au suivant : 

24 — 3î/ ( a. « 

4 ) a? = T > 

(2) { ou < * 

.5-?i7^-2y-7 = 0, /-23t7+92 = 0, 

qui admet une solution et une seule : y = 4, a: = 3. 

2° Résoudre le système 

( 8x-hi4y — 3 = 0, 

I 12x4-21?/ — 5 = 0. 
il équivaut au suivant : 



(2) ( ou < ^ 

12 Izii^ + 21y - 5 = 0, (0xy-4 = 0, 

O 

qui n'a aucune solution : le proposé n'en a donc pas non 
plus. 

3<» Résoudre le système 

( b6x 4- dSij - 14 = 0,' 
^*^ i 44x4-77^-11 = 0. 

Ce système équivaut au suivant : 

X = ^.r.— - ' (14-98^ 

ou \ or = — 



(2) { ^ on { ^ 

4iiiz;^4-77î/-ll=0, (oxy 4-0 = 0, 

ob 

, , . 14 — 98?/ 
lequel équivaut à la seule équation a? = ^ > qui 

n'est autre que la première des équations (l). Le système pro- 
posé admet donc une infinité de solutions et Ton peut choisir 
à volonté la valeur de l'une des inconnues. 



SYSTÈMES d'équations 87 

4^* Proposons-nous enfin de résoudre le système 

!3a:— 2y-t-z = 1, 
5x-hy + 22=3, 
9a: + 7y + 42 = k, 

k désignant un nombre connu. 
Ce système équivaut au suivant : 

/ 2 = 1 — 3a: -t- 2y , r z = 1 — 3a? H- 2j/, 

(2) ) 5ar-f-y-h2(l— 3x-h2t/)=3, ou | — ar-f-5y-l=0, 
( 9ar-f-7y-h4(i— 3x-h2î/)=A:, / — 3ar-M5j/-h4— ft=0. 

Laissons de côté la première des équations de ce système» et 
considérons le système formé par les deux équations restantes. 
Il équivaut à 

^ ^ I -.3(5y—i) + i5y4-4— ^ = 0, ^" j 0XÎ/-+-7— ifc=0. 
En résumé, le système (1) équivaut à celui-ci : 

!z = 1 — 3x4-2j/, 
a? = 5î/ — 1, 
Oxy4-7~A = 0, 

qui n'a aucune solution si k^l : le proposé n'en a donc pas 
non plus dans ce cas-là. Au contraire, si k = 7^ il admet une 
infinité de solutions, et on peut choisir à volonté Tinconnue y. 

On voit, par les exemples qui précèdent, qu'un systt'me 
d'équations du premier degré peut avoir une solution, ou n'en 
avoir aucune, ou enfin en avoir une infinité. Nous démontrerons 
bientôt que ce sont là les seules circonstances ([ui peuvent se 
présenter, quels que soient le nombre des éc^uations et celui des 
inconnues. 

69. Remarque. — Il arrive souvent qu'on a à résoudre un 
système de la forme 

(i) AB = 0, C = 0, D = 0. 
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Pour cela, on résout les deux systèmes 

(2) A = 0, C = 0, D = 0, 

(3) B = 0, C = 0, D = 0. 

Les solutions de (i) sont les solutions de (2) auxquelles corres- 
pondent des valeurs numériques de B et les solutions de (3) 
auxquelles correspondent des valeurs numériques de A. Dans le 
cas particulier oii A et B sont des polynômes, toutes les solutions 
des systèmes (2) et (3) conviennent. On dit que le système (1) se 
décompose en deux systèmes (2) et (3). 

70. Principe de raddition algébrique. — Considérons un sys- 
tème d'équations à une ou plusieurs inconnues 

(1) A = 0, B = 0, C = 0, 
et réquation 

(2) aA-f-?B-f-TC = 0, 

où a, p, Y sont des nombres quelconques. Le principe de l'ad- 
dition algébrique consiste en ce que toute solution du sys- 
tème (i) est solution de Véquation (2). Ce principe est évident. 

Ajoutons que, si « y^^ 0, l'équation (2) peut remplacer la 
première équation (i), c'est-à-dire que le système (1) équivaut 
au suivant : 

(3) aA-f.pB-+-YC = 0, B = 0, C = 0. 

D'abord toute solution de (1) est solution de (3); il suffit donc 
de prouver la réciproque. Or, soit (a?i, yi, Zi, . . .) une solution 
de (3) ; appelons a, 6, c les valeurs de A, B, C pour a? = rt|, 
y = y,, s = s,, .... On a, par hypothèse, 

aa-hp6-hYC = 0, A = 0, c = 0. 

Par suite aa = 0, et, comme a n'est pas nul, a = 0. Donc 
(a?i, t/i, zi, ...) est solution de (i). 

Applications : 1° Les deux systèmes 

(1) A = 0, B = 0, 

(2) A-hB = 0, A-B = 

sont équivalents. Toute solution de (1) est solution de (2) ; pour 
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démontrer la réciproque, il suffit de remarquer que, A' et B' 
désignant les premiers membres des équations (2), on a identi- 
quement 

A'-+-B' = 2A, A' — B' = 2B. 

Par exemple, le système 

aî-f-y = a, X — y = b 

équivaut à 

2x = a-+-6, 2y = a — b; 

il admet par suite la solution unique 

a-4-6 a— b 

2^ Les deux systèmes 

(1) A = 0, B = 0, C = 0, 

(2) B + C — A = 0, C-hA — B = 0, A + B — C = 

sont équivalents. Car, A', B', C désignant les premiers mem- 
bres des équations (2), on a les identités 

F-f- C = 2A, CM- A' = 2B, A' -+-B' = 2G. 

Par exemple, le système 

équivaut au suivant : 
2x=ÔH-c — a, 2i/ = c-+-a — 6, 2z = a-hô — c, 

et admet par suite Tunique solution 

h-hc — a c-i-a — b a+b — c 
x = j y = ^— , z = j—. 

3« Le système 

(1) A = 0, B = 0, C = 

équivaut au suivant : 

(2j B-*-C = 0, C-+-A = 0, A-hB = 0. 

Car, A\ B', C désignant les premiers membres des étjua- 
tions (2), on a les identités 

B' + C — A' = 2A, C+A' — B' = 2B, Ah-B— C' = 2C. 



90 ÉQUATIONS SIMULTANÉES 

Par exemple, le système 

équivaut à 

et admet par suite la solution unique 

6-f-c c-4-a a-h^ 



71 . Résolution et discussion d'an systàme de deux éqnations 
du premier degré à deux inconnues. 

Soit 

... ( aa?-h6t/H-c = 0, 

^^ ( a'x -h ô'y + c' = 

le système proposé. Désignons par D le nombre al/ — a'é, et 

par A et B les nombres que Ton obtient en remplaçant 

dans D par c et c', d'une part a et a', d'autre part b et b' ; 

en sorte que 

A = cb'^c'b, 

B = ac' — a'c. 

Gela posé, nous allons établir la proposition. suivante : 

Lorsque D est ^^i 0, le système (1) a une solution et une seule ; 
lorsque D est nw/, le système (i) n'a aucune solution ou en a une 
infinité^ selon que A et B ne sont pas nuls à la foison sont nuls 
à la fois. 

Désignons par X et Y les premiers membres des équa- 
tions (1). On a, comme il est facile de le vérifier, les identités 

.^. \ ô'X-ÔY = Dx-f.A, 

^^ / -a'X-haY = Dj/4-B. 

Supposons D^ 0; toute solution de (i) est solution du 
système 

^' I Dy + B = 0. 

Le système (3) a une solution et une seule. Nous allons montrer 
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qu'elle vérifie le système (1). Appelons X', Y' les premiers 
membres des équations (3) ; on a l'identité 

aX'-\-bY' = ï){ax -h by) + De = DX. 

La solution du système (3) vérifie donc Téquation DX = 0, 

et par suite Téquation X = 0, puisque D n'est pas nul. Elle 

vérifie de même l'équation Y = 0. Ainsi, pour D ^6 0, le 

système (1) a une solution unique, à savoir la solution de (3) . 

Supposons maintenant D = 0. Les identités (2) deviennent 

alors 

ô'X — 6Y = A, 

— a'XH-aY = B. 

Supposons d'abord que les nombres A et B ne soient pas tous 
deux nuls, par exemple B ^s^ 0. Les coefficients a et a' ne 
sont pas nuls simultanément ; soit a :^0. La seconde iden- 
tité peut s'écrire 

Y=— X4-— , Y = XX + {x, KT^O, 

a a 

et elle montre qu'il est impossible qu'un système de valeurs 
de ar, y annulant X annule aussi Y : le système (1) n'a aucune 
solution. 

Enfin, supposons nuls, en même temps que D, les nombres A 
et B. Les coefficients a, a' ne sont pas nuls simultanément. 
Supposons a^O. L'identité — a'X -h aY ^ s'écrit alors 

Y ^ — X, Y ^ XX. Elle montre que tout système de valeurs 

de ar, y annulant X annule aussi Y. L'é([uation Y = est 
une conséquence de X = 0. Il suffira donc de résoudre 
X = 0. Or, a étant ^ 0, Téquation X = équivaut à 

c -\- hy 

X = : 

a 

le système (1) admet donc une infinité de solutions, et l'on peut 
choisir y arbitrairement. 

Remarque. — Nous ne nous sommes servis, dans la démoiis- 
tration qui précède, que des hypothèses suivantes : 

D = 0, a^O, B = 0. 
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Elles suffisent pour que les équations (1) soient compatibles. 
Ces hypothèses entraînent donc l'égalité A = 0. C'est ce qu'il 
est facile de vérifier. En effet, des égalités D = 0, B = 0, 
on tire, puisque a n'est pas nul, 

a a ' 

alors 

a'b a'c 

A = c ô = 0. 

a a 

Cas où les équations sont homogènes. Lorsque les termes cons- 
tants c et d sont nuls, X et Y sont des polynômes homogènes 
en x^y ; les équations (1) sont dites alors homogènes. Appli- 
quons-leur les résultats de la discussion précédente : 

{0 ab' — a'b :^0^ 1 solution et 1 seule : ar = 0, y = 0. 

2^ ab' — a'b = 0, infinité de solutions, et l'on peut choisir 
arbitrairement la valeur d'une inconnue. D'après cela, pour 
qu'il y ait une solution autre que a? = 0, y = 0, il faut et 
il suffit que ab' — a'b soit nul. 

72. Résolution d'un système de deux équatiozis homogènes 
et du premier degré à trois inconnues. 

Soit 

Îax-hby-hcz = 0, 
a'ar + 6'v H- c'z = 

le système proposé. Supposons d'abord les nombres bd — b'c^ 
ca' — c'a^ ab' — a'b non nuls simultanément. Pour fixer les 
idées, soit ab' — a'b zpL 0. Donnons à s une valeur arbitraire, 
et résolvons le système obtenu par rapport à ar et y : 

{^ab' — a'b)x+{cb'—c'b)z = 0, 

[ab' — a'b)y -t- {ad — a'c)z = ; 
d'où 

bc' — b'c ca' — c'a 



^"ab'—a'b^' ^ ab' — a'b 



i» 



11 suffit de donner à z une valeur quelconque et de calculer 
ensuite a? et y au moyen de ces formules pour avoir une solu- 
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lion 4ii système. On obtiendra ainsi toutes les solutions de ce 
système. 
Nous allons mettre les expressions de or, y, z sous une forme 

z 
plus symétrique. Posons — jj- = X, ou z = {ab' — a' 6)1 ; 

nous aurons 

(2) ar = (éc'— b'c)K y = {ca' — c'a))., % = {ab' — a'b)l ; 

quel que soit X, ces formules fourniront une solution du sys- 
tème. Réciproquement, toute solution est de cette forme ; car 
considérons la solution 

b(/ — b'c ca! — c'a 

^ = '«' ""^ ab'^a'b^'' y-ab'-a'b'"'' 

il suffit, pour Tobtenir, de donner à X, dans les formules (2), la 

Zl 



valeur 



ab' — a'b 



Ainsi, lorsque les nombres bc' — 6'c, ca' — c'a, ab' — a'b 
ne sont pas tous les trois nuls, le système (1) a une infinité de 
solutions données par les formules (2) où Ton prend pour 
X un nombre quelconque. Parmi ces solutions, il y en a une 
(celle qui correspond à X = 0) où les trois inconnues sont 
nulles. On écrit souvent les formules (2) ainsi qu'il suit : 

X y z 



bc' — b'c cal'-da ab'-^alb' 

il faut entendre que chaque numérateur est égal au dénomina- 
teur correspondant multiplié par un nombre arbitraire X. 

Supposons maintenant nuls les trois nombres bc' — b'c^ 
ca' — c'a, ab' — c^b. a et a' ne sont pas nuls simultanément ; 
soit a :;é 0. 'X et Y étant les premiers membres des deux 
équations (1), on a Tidentité 

a'X — aY=0 ' ou Y = -^X. 

a 

bxi I c" 

Il suffit donc de résoudre X = 0. On en tire x = • 

a 

Donc il y a une infinité de solutions, et les inconnues y et z sont 

arbitraires. 
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EXERCICES 



1. Résoudre les systèmes 



X y 
, a' h' 

f —H =C'. 

V œ y 

(Oo prend pour inconnoes auxiliaires af = — et y' = — i - 
X y I 

Xr — |xy = 4, 

2x-h^y = i ; 

(ix-hhy-hz = 0, 
a'x -^ t'y -h z = ; 

ax -h by -\- cz -h d = 0, 
X ^ y z 

2. Soit le système 

jr(a -h A) -h y(6 -h B) -f- a* H- 6' -h C = 0, 
x{a' -h A) -h y{b' -h B) H- a'« -h 6'« + C = 0. 

Montrer qu'à chaque couple de nombres a, 6, on peut faire corres- 
pondre un couple de nombres a\ b' tels que ce système ait une Infinité 
de solutions. 

3. Résoudre le système 

r bz^cy = a, 
) cj: — as = p, 
( ay — bx =.y. 

4. l^soudre les systèmes 

/ 



X z - /, y\ 
la c X\ b )' 

-f=f(-i)> 



X 



1 
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/ 



\ a c V \ b / 



X x-hy 



a 


b c 


ayz ■+■ p2 


X -f- yxy = a?yz ; 


J 


yz = a. 


1 


zx = 6, 


f 


xy = c\ 


l ^ 


1 1 

■H = — , 

xz a 


yx 


• 

1 1 

1(2 b 


1 
zx 


1 1 

zy c 



III. - DÉTERMINANTS 



73. Permutations paires et impaires. — Nous savons déjà ce 
qu'il faut entendre p&r permutations des n premiers nombres entiers : 
ce sont les différents groupes qu'on peut former en écrivant ces 
nombres les uns à la suite des autres dans tous les ordres possibles. 
Ainsi les permutations des deux premiers nombres entiers sont 12, 
21 ; les permutations des trois premiers nombres entiers sont 

423, 132, 

231, 213, 

3 12, 321. 

On dit que deux- nombres d'une telle permutation présentent une 
nversion quand le plus grand de ces nombres est placé avant 
l'autre. Une permutation est dite jpatrc quand elle a un nombre 
pair d'inversions ; impaire^ si elle en a un nombre impair. La per- 
mutation 123... n, qui n'a aucune inversion, est regardée comme 
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paire. Ainsi les permutations 12, 123, 231, 312 sont paires, tandis 
que les permutations 21, 132, 213, 321 sont impaires. 

Soit abc. . ,hhl une permutation des n premiers nombres entiers; 
formons le produit 

Pzz (i — a)(l — b){l-'C)...(l — h)(l — k) 
[h — a)(Â — b){k — c}...{h — h) 



(c — a)(c — b) 
(b-a). 

Le nombre des inversions de la permutation considérée est égal 
au nombre des facteurs négatifs de ce produit : suivant donc que ce 
produit sera positif ou négatif, la permutation sera paire ou 
impaire. 

Théorème. — Quand on échange deux nombres d'une permuta^ 
tion des n premiers nombres entiers, la permutation change de classe. 

Soit 

(1) abc..M^y..,hkl 

une* permutation des n premiers nombres, et soit 

(2) abc..j7.^i.,,hkl 

la permutation déduite de (1 ) par réchange des nombres i et j. 
Pour montrer que (1) et (2) sont de classes différentes, il suffit de 
faire voir que le produit F et le produit P' déduit de P par 
réchange des nombres », i, produits qui ont évidemment la 
même valeur absolue, ont des signes contraires. 

Mettons P sous la forme d'un produit de cinq facteurs de la 
manière suivante : 

Y\yX{}-a)U-a)(i-b)(j^b)...]X[(^-i)(J^^){^^^^ 

X[...{A-t)(A-»(/-0(^-j)]XO-f), 

n désignant le produit des facteurs binômes qui ne renferment 
ni i ni j. Quand on échange les nombres i et j, les quatre 
premiers facteurs restent les mômes, et le dernier facteur change 
de signe sans changer de valeur absolue : donc F = — P. 

Nous avons mis P sous la forme d'un produit de cinq facteurs ; 
le second facteur disparait lorsque i est le premier nombre de (1), 
le troisième disparaît lorsque i et j sont consécutifs, le quatrième 
disparaît lorsque j est le dernier nombre de (1). 

On peut conclure du théorème précédent que, parmi les permu- 
tations des n premiers nombres entiers, il y en a autant de paires 
que d'impaires. 
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74. Définition d'un déterminant. — Considérons un tableau 
de n* nombres rangés sur n lignes horizontales et n colonnes ver- 
ticales , de telle manière que chaque ligne et chaque colonne 
renferme n nombres. Numérotons les lignes horizontales, en des- 
cendant, au moyen des numéros 1,2, . . ., n, et les colonnes verti- 
cales, en allant de gauche à droite, au moyen des mômes numéros. 
Formons successivement tous les produits de n facteurs obtenus en 
prenant un nombre et un seul dans chaque ligne et dans chaque 
colonne. Soit 

abc l 

1*UD de ces produits ; soit 

(1) «,?,ï, ,^ 

les rangs des lignes et 

12) a', ^',Y', ,X' 

les rangs des colonnes auxquelles appartiennent respectivement les 
facteurs du produit. Multiplions ce produit par -M ou par — 1, 
suivant que les permutations (4) et (2) sont de même classe ou 
de classes différentes. Enfin additionnons algébriquement tous ces 
nouveaux produits. La somme obtenue s'appelle le déterminant des 
n* nombres. Ces n^ nombres sont les éléments, les nouveaux pro- 
duits sont les termes du déterminant. On dit que le déterminant 
est d'ordre ou de degré n. On représente un déterminant en plaçant 
entre deux barres verticales le tableau carré de ses éléments. 

Si Ton désigne par le symbole (ol^{ X) le nombre -hi ou — 1, 

suivant que la permutation a^( X est paire ou impaire, un 

terme quelconque T est de la forme 

(a^^ X)(a'^Y y<')Xabc /. 

Pour justifier cette définition, il faut montrer que la valeur algé- 
brique d'un terme est indépendante de Tordre des éléments qui y 
figurent. Dans le terme T, échangeons, par exemple, les facteurs 
a et b; nous obtiendrons le terme T' que voici : 

(?«Y X){P'aY X') X bac l. 

L^s troisièmes facteurs des produits T et T' sont les mômes, et 
les deux premiers facteurs de T' sont opposés aux deux premiers 
facteurs de T. On a donc bien T = T. 

D'après cela, on peut convenir de prendre, dans chaque terme, 
le premier élément dans la première colonne, le second dans la 
seconde, etc. C'est ce que nous appellerons procéder par colonnes. 
A la permutation a^y X des n premiers nombres entiers cor- 
respond le terme 

(a^Y \)abc /, 

a étant le x"»"* élément de la première colonne, b le f»*^"** élément 

rOR. ET lUElI. — TRAITÉ d'aLGÈBRE 7 
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de la seconde colonne, etc. On voit qu'il y a autant de termes que 
de permutations des n premiers nombres. 

Exemples : 

1 a b 

= ah' — a'b, 



a b 
a' b' 



a 


b 


c 


a' 


b' 


d 


a" 


b" 


(f 



= abV-+- a'^c -+- a'bd — ab'd— db<f — aTb'c, 



Mais on peut aussi prendre le premier élément dans la première 
ligne, le second dans la seconde, etc. C'est ce que nous appellerons 
procéder par lignes. Alors à la permutation a'py V des n pre- 
miers nombres entiers correspond le terme 

(a'pY ^>^<^ h 

a étant, cette fois, le a'**^ élément de la première ligne, b le P'**^* 
élément de la seconde ligne, etc. 

Qu'on procède par lignes ou par colonnes, à la permutation 
123. . .n correspond le produit des éléments situés sur la diagonale 
issue du sommet supérieur de gauche (diagonale principale) : c'est 
le terme principal du déterminant. 

Si l'on remplace tous les éléments d'un déterminant d'ordre n 
par leurs opposés, on obtient un nouveau déterminant égal ou 
opposé au premier, suivant que n est pair ou impair. Enfin si, dans 
un déterminant, les éléments d'une ligne quelconque ou d'une 
colonne quelconque sont tous nuls, le déterminant est nul. 



Propriétés élémentaires des déterminants. 

75. La valeur d'un déterminant ne change pas quand on prend 
les lignes pour colonnes et réciproquement. 

Soit A la valeur d'un déterminant, A' celle du déterminant obtenu 
en prenant pour lignes les colonnes de A et réciproquement. Pour 
démontrer que A = A', nous allons faire voir que A et A' sont 
formés avec les mômes termes. Calculons, en effet, A en procé- 
dant par lignes, et soit 

(a^Y \)abc l 

le terme de A correspondant à la permutation a^y ^ • ^ ^^^ 

le a**""** élément de la première ligne de A, etc. D'autre part, cal- 
culons A' en procédant par colonnes : k la permutation a^^ X 

correspond le terme 

(a^Y >>'*'^' ^ 



] 
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a' étant le a**"* élément de la première colonne de \\ etc. Or les 
colonnes de A' sont les lignes de A : on a donc a' = a, b' = b, 
, . . , V = l. Les termes de A' sont donc les mômes que ceux de A. 
Ainsi, par exemple, 



a 
a' 



b 

b' 

b" 



c 
c' 



a a 

b b' 

c c' 



a" 
b" 



76. Si, dans un déterminant A, on échange deux lignes (ou deux 
colonnes), an obtient un nouveau déterminant A' qui est égal à — A. 

Échangeons dans A la p"*"* et la 5»*»'* ligne, et montrons que les 
termes de A' sont opposés à ceux de A. Calculons A en procédant 
par lignes. Écrivons le terme de A correspondant à la permutation 



(1) 



^•»«P«».j.». »», 



P et Y occupant dans cette permutation les rangs p et q. Soit 

(a. ..p. . .Y- - .X)a...&. ..c. A 

ce terme, a étant le cô^^ élément de la première ligne de A, etc. 
Calculons A' en procédant également par lignes, et écrivons le 
terme de A' correspondant à la permutation 

(2) a. . .y. . .^. . .X, 

déduite de (1) par l'échange des nombres ^ et y- Soit 

(a. . .y. . /p. . .X)a'. . .6'. . .c'. . ./' 

ce terme, a' étant le a»*^« élément de la première ligne do A', etc. 
Pour prouver que ces deux termes sont opposés, il suffit de l'aire 
voir que les deux produits de n facteurs 



l, 



a' . . .b' . . .c' . . .r 



sont les mêmes. Or les facteurs du second produit, autres que h' 
et c', sont les mêmes que les facteurs de même rang du [)remier 
produit. Maintenant b' est égal k c, car b' est le y***"'* élément de 
la p»'"»» ligne de A', qui est la ^^'^'"^ ligne de A. De même c' est 
égal à b. 



Ainsi, par exemple. 



a 
a' 



b 
b' 
b" 



c 
c' 



c 
c' 



b 

b' 
b" 



a 
a' 



Il suit de là qu'un déterminant A qui a deux lignes (ou deux 
colonnes) identiques est nul. Car soit A' le déterminant obtenu en 
échangeant ces deux lignes (ou ces deux colonnes). Puisqu'elles 
sont identiques. A' est égal k A. Mais, d'autre part, A' est égal à 
— A: donc on a A = — A, d'où A = 0. 
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77. Un déterminant A est un polynôme homogène et du premier 
degré par rapport atix éléments a^ b, . , . , f^ . . , y l d*une ligne (on 
d^une colonne) quelconque. 

En effet, d'après la définition, chaque terme renferme un élément 
et un seul de la ligne considérée. On peut donc écrire 

A = Aa + B&H h F/" H h U, 

A, B, . . . , F, . . . , L étant des sommes de produits de n — 1 élé- 
ments ne renfermant aucune des lettres a, b, ...,/*, ...,/. Mettre 
A sous cette forme, c'est développer A suivant les éléments de la 
ligne considérée. On peut de même développer A suivant les éléments 
d'une colonne quelconque. Supposons que f appartienne à la 
a^me ligne et à la p»*^* colonne. Si Ton développe A suivant les élé- 
ments de la p»*"»« colonne, le coefficient de f sera encore F, de 
sorte que, dans F, il n'y a aucun élément de la a»*»"' ligne ni de la 
^iime colonne. Nous donnerons bientôt une expression remarquable 
de F. Indiquons auparavant quelques conséquences importantes 
du théorème précédent. 

Soit a, b, ..., l les éléments d'une ligne (ou d'une colonne) 
quelconque d'un déterminant A. On a 

A = Aa-H- B&H h U, 

A, B, . . ., L étant indépendants de a, b, ...,/. Si dans A on rem- 
place a, 6, ...fl par Xa, Xfr, . . ., X/, on obtient un nouveau déter- 
minant 

A' = A.Xa-4-B.X&H hL.Xi = Xa. 

On peut donc énoncer la proposition que voici : 
Lorsqu^on multiplie par un même nombre X tous les éléments 
d'une ligne (ou d'une colonne) dun déterminant, le déterminant est 
multiplié par X. On entend par là que le nouveau déterminant 
est égal à l'ancien multiplié par X. Ainsi 

Xa 
Xa' 
Xa" 



b 

b' 

b" 



= Xx 



a 
a' 



a 



b 

b' 

b" 



c 
d 



De là et de ce fait qu'un déterminant qui a deux lignes (ou deux 
colonnes) identiques est nul, on conclut la proposition suivante : 

iSt, dans un déterminant^ les éléments de deux lignes (ou de deux 
colonnes) sont proportionnels, le déterminant est nul. 

Ainsi, par exemple, le déterminant 

la b a 
Xa' b' a' 
la" b" a" 



ci 
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est nul : en effet, il est égal au produit de X par le déterminant 



a 



a 
a 



b' 



" V a* 



qui a deux colonnes identiques. 
Reprenons encore la formule 

A = Aa 4- B* H H- \À, 

et remplaçons-y a, ft, . . . , ^ par a' + a", P' 4- P', . . . , V -4- Y . 
Nous aurons 

A = {Aa' + Bp'4- . . . + LV) -t- (Aa" + BP" H -h LX*). 

Or Aa' -I- B^' 4- . . . -+- LX' est la valeur du déterminant que Ton 
obtient en remplaçant dans A les éléments a, 6, ...,^ par 
a\ ^, ..,, X' ; de même, Aa" 4- Bp" 4- . . . 4- LX* est la valeur du 
déterminant qu'on obtient en remplaçant dans A les éléments 
a, 6, . . ., / par a", f', , . ., X*. On a donc ce théorème : 

Lorsque, dans un déterminant^ tous les éléments d'une ligne (ou 
d'une colonne} sont des sommes de p termes, le déterminant est égal 
à la somme de p déterminants obtenus en remplaçant les éléments de 
la ligne ou de la colonne considérée successivement par les premiers, 
les seconds, . . . , les p**»»** termes des sommes en question. 

Ainsi, par exemple. 



ol" p' 



r ï' 



a 



h' 
b" 



a 



b' c' 



_w 1.» _» 

a C 



ol" p" f 
a' b' d 



a" b" e 



En appliquant à la fois les deux propositions précédentes, on 
arrive à celle-ci : 

On ne change pas la valeur d^un déterminant en ajoutant aux élé- 
ments d'une ligne (ou d'une colonne) ceux des autres lignes (ou co- 
lonnes) multipliés préalablement par des facteurs quelconques. 

Ainsi, par exemple, quels que soient X et ix, les deux déter- 
minants 





a 
à 


b c 
' V c' 


et 


a + 


la' -f- fia" ft 4- X6' 4- [ifr" c 4- Xc' 4- [ic" 
a' b' c' 






a" b" c" 




a" b" c" 




sont égaux. En effet, le second est égal à la somme des trois déter- 
minants 




abc 
a' b' c' 


» 


la' Ib' le' 
a' b' c' 


j 


lia" iib" [xc" 
a' b' c' 


» 1 






a" b" 


c" 






a" 6" c" 




a" b" (f 







dont les deux derniers sont nuls. 
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78. Calcul du coefficient d'un élément dans le développement 
d*un déterminant. — On appelle mineur d^tm déterminant d'ordre 
n correspondant à un élément a le déterminant d'ordre n — 1 
obtenu en barrant la ligne et la colonne dont fait partie a. 

Théorème. — Dans un déterminant quelconque, le coefficient d'un 
élément a est égal au mineur correspondant multiplié par ( — 1)*"^*, 
a étant le numéro de la ligne et ^ celui de la colonne dont fait 
partie a. 

Supposons d'abord que a soit le premier élément de la première 
ligne. Calculons le déterminant A en procédant par lignes. A toute 
permutation ne commençant pas par 4 correspond un terme ne 
contenant pas a. A la permutation 

(1) i^r >< 

correspond le terme 

(l^Y ^>^<^ ^• 

Soit A' le mineur de A correspondant à a. Calculons A' en pro- 
cédant par lignes ; à la permutation 

(2) fi-i, Y-*. ^-1 

des n — 1 premiers nombres entiers correspond le terme 

(^-i, Y-<, , \-i)bc l: 

car la A**'»« ligne de A' est la (h -+- 1 )»*»»« ligne de A dans laquelle on 
a supprimé le premier élément. D'ailleurs les permutations (1) et (2) 
ont le même nombre d'inversions : le terme considéré de A' peut 
donc s'écrire 

(1^ A)bc l. 

Ainsi le coefficient de a, dans un terme de A contenant a, est un 
terme de A'. Inversement, en multipliant par a un terme de A', on 
a un terme de A. Par conséquent, A' est le coefficient de a dans A. 
Passons maintenant au cas général. Supposons que a appartienne 
h la a**"»» ligne et à la P'<^'"« colonne. On amène la a»*»»* ligne au 
premier rang par a — 1 échanges de deux lignes (on l'échange 

avec la (a — i)»>me^ puis avec la (x — 2)''^'^, , enfin avec la 1"), 

puis de même la fi»*^'"* colonne au premier rang par ^ — 4 échan- 
ges de deux colonnes. On obtient ainsi un déterminant 

A, = AX(— 1)'-*+^-* = AX( — 4)*^S 
doù 

A = A, X(— i)^^>. 

Le coefficient de a dans A est donc égal au coefficient de a dans Ai, 
multiplié par (— I;* ^ Or, dans Ai, a est le premier élément de 
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la première ligne. Le coefficient de a dans Ai est donc égal au mi- 
neur correspondant, et comme le mineur correspondant h a est 
le même dans A et dans Ai, grâce au soin que nous avons pris de 
respecter l'ordre des lignes autres que la «**»*« et des colonnes 
autres que la ^**««, le théorème est démontré. 

Ainsi le coefficient A d'un élément a de A est donné par la for- 
mule 

A = (— 1)*+>A', 

A' étant le mineur de A correspondant à a, a et ^ les numéros 
de la ligne et de la colonne dont fait partie a. 

Le théorème qui précède ramène le calcul d'un déterminant 
d'ordre n au calcul de n déterminants d'ordre n — 1 ; de môme, 
le calcul de ceux-ci se ramène au calcul de déterminants d'ordre 
n — 2, et ainsi de suite. On arrivera ainsi, de proche en proche, à 
n'avoir plus à développer que des déterminants du second ordre. 

Exemple : Le déterminant 



A = 



a 



b 
b' 
b" 



peut se développer de six manières différentes : 

A = Aa-+-B6-+-Cc, A = Aa-+- AV -f- AV, 

A = A'a'-f B'6'4-CV, 

A = A'a* -t- B'y -f. CV, 
avec 

b' c 



A = Bfr -h Wb' H- B'&*, 
A = Ce -+- Ce' -+- CV, 



A = 



b" c" 



— b'c" — b'c', 



B = — 



a' c' 



C = 



a' b' 
à 



n y, 



a" <f 
^ab" — oTb', 



z:z. ca — c a ., 



A'= — 



b c 
V c" 



= b'c- 


-6c*, 


B' = 


a c 
a" c" 


C'=: — 


a b 
a" b' 


= a'b- 


^ab% 



= c'a — car^ 



A" = 



b c 
b' d 



= bc' — b'c , 



6" = — 



a c 



C' = 



a b 
a' b' 



a } c 
= ab' — a'b. 



= ca! — c'a^ 



ConBéquences du théorème préoédent. — 1° Si, dans un dé- 
terminant, tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne sont 
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nuls, à Texception d'un seul a, le déterminant est égal à a mul- 
tiplié par le mineur correspondant et par { — 1)*-^^, a étant le 
numéro de la ligne et ^ celui de la colonne dont fait partie a. 

2? Si les éléments situés d'un côté de la diagonale principale sont 
fous nuls, le déterminant se réduit à son terme principal. Ainsi, 
par exemple. 



a 
a' 



a 



m 




b' 

b" 










c" 





b' 








= a 


b" 


<r 







b"' 


c"' 


d'" 





if 





= ab* 








c'" 


d'" 



= ab'ifd"'. 



79. Exercice. 
Vandermonde) 



— Considérons le déterminant (déterminant de 



A = 



,n-l 



,n-2 



^n-l Jn-Ï 



a i 
b 1 



/n-1 /.I-2 



l 1 



OÙ a, b, , l sont n nombres différents. C'est un polynôme 

en a, b, , L Regardons-le comme un polynôme en a; son 

degré est n — 1 (on s'en assure en le développant suivant les 
éléments de la première ligne) ; il s'annule pour a = 6, 

a=zc, , a=:l: il est donc divisible par (a'—b)(a^c) (« — ^), 

et le quotient est égal au coefficient de a"-* dans A, c'est-à- 
dire à 

ô«-« 6«-3 ... b 1 



l»-i In-i 



l i 



En répétant le môme raisonnement, on voit que A peut se mettre 
sous la forme remarquable que voici : 

o =z (a — b){a — c) . . . (a — /) 
(b^c) . . . {b — l) 



(k — l). 
On en conclut sur-le-champ que A est 7^ 0. 



«■-w. 
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*1. On appelle déterminant symétrique tout déterminant dans lequel les 
éléments symétriquement placés par rapport à la diagonale principale sont 
égaux. 

Le déterminant symétrique du troisième ordre 

a b' b' 

A= b' a' b 

b' b a' 

n'a que six mineurs différents. Ecrire les coefficients A, A', A", B, B\ B" 
de a, a\ a', 6, b', b' dans le développement de Â. Ecrire le développe- 
ment de à. 

*2. On appelle déterminant symétriqtie gaueke tout déterminant dans 
lequel les éléments situés sur la diagonale principale sont nuls, tandis que 
les éléments symétriquement placés par rapport à cette diagonale sont 
opposés. 

Démontrer que tout déterminant symétrique gauche d'ordre impair 
est nul. 



*3. Résoudre Téquation 

a b c 
a' b' c' 

a" b' c'-har 



= 0, ab' — a'bz^O, 



*4. Le déterminant 



a 

a-+-r 

/iH-pr 



est toujours nul. 



b 
b-+-r' 
6-f-pr' 



r" 
pr' 



*5. Démontrer Tégalité 
01 a n' \ 

P b b' i 

y c e' \ 

a?* -h y* X y { 



a^ax — a y n — x a -^y 
^ ^ bx — b'y b — X b' — y 
Y — ex — c'y c — X c' — y 



"6. Remplacer un déterminant par un autre d'ordre supérieur. 



•7. Un déterminant d'ordre n-h 1, dans lequel tous les éléments de la 
diagonale principale sont égaux à a et tous les autres éléments égaux 
à 6, est égal à (a -h nb)[a — 6)*. 
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= [x-hy-hz){—x^ — y* — z*-{'yZ'hzx-\-xy). 



•8. Vérifier l'identité 

X y z 
y z X 
z X y 
En conclure Tidentité suivante : 

x^-hy^ -hz^ — ^yz ^{x-hy-h z){x* -h y* -h z* — yz — sx — xy). 



*0. Soit 



d = 



D = 






a 
a' 
a" 

6p -hcy 



6 c 
6' c' 
b" c" 



6 = 



» ? T 

a' p' y 



6'P 
6"P 



c'r 






6?' 
6'p' 



C'Y 
C'Y 



k " ." 



aa" 



a"a -h 6"p -h c'y a"a' -+- &",ô' -h cy a"*" 
Démontrer que D est égal au produit de d par 5. 



*10. Si les éléments du déterminant 

a h 
d = 



a 



sont liés par les relations 



6p" 4- CT" 
6'p" -+- C'Y' 
6"P"-hc"r" 



-h c^ = 






b' 

b'' -h c 

6"^ -+- c' 



1, 
i, 
1, 



c 
6' c' 
6" c' 



aa -+- W -4- ce' = 0, 
aa' -+- bb" -+- ce" = 0, 
a'a 4- b'b" -+- c'c" = 0, 



on a : 

2° A: 
30 



da, B = d&, C 



a^-+-a"^-^a"* = 



de, etc. 
1, ab 

i/-H-6'« + b"«= i, oe 

i, bc 



c^-hc* -^c ' = 



a'b' 4- al'b' 
aie' -4- a"c" 
&'c' H- 6 "e" 



0, 
0, 
0. 



•11. Soit X, Y, Z des polynômes homogènes et du premier degré 
en JC, y, - ; si on y remplace x, y, z respectivement par 

ax' -h by' -f- c-', 
a'x' -+- b'y' -+- c'z', 
a"jî' -h b"y' -+- c"^', 

on obtient des polynômes homogènes et du premier degré en x\ y', z' . 
Démontrer que Ton a 

abc 



D(X, Y, Z) _ D(X, Y, Z) 

T)f.r\î/',s')~ D(.r, y, Z] 



X 



a' y d 
a" 6" c' 
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P(X, Y, Z) 



désignant le déterminant formé par les coefficients des variables 



D(X Y Z) 
clans X, Y, Z, et _, / ^* désignant le déterminant formé par les coef- 

ficients des variables dans ce que deviennent X, Y, Z quand on y a rem- 
placé iV, y, z par leurs expressions en x\ y', 2' . 



IV. — RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME QUELCONQUE 
D'ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 



80. Résolution d'un système de trois équations du premier 
degré à trois inconnues. 

Soit à résoudre le svstème 

iax -^hy -^cs -hd =0, 
a'x-J^-h'y +c'z-\-d! = 0, 
aTx H- b''y + c's + d" = 0. 
Appelons A le déterminant 

abc 
a' V d 
a" h" c" 

formé par les coefficients des inconnues ; A, B, G, A', B', C, 
A% B', C* les coefficients de a, &, c, a\ h\ c\ a', h\ c" dans 
A ; Al, A,, A3 ce que devient A quand on y remplace respectivement 
a, a', a" ; b, b\ b" ; c, c', c* par d, d', cT, en sorte que Ton a 

Al = kd + Md' + A"d% 
A2 = Bd -f- B'd' + 6"^% 
A3 = Cd 4- C'd' + Cd". 

Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant : 
Lorsque A n'est pas nul, le système (1) a une solution et une seule. 
Lorsque A est nul, le système (1) n*a aucune solution si Ai, A2, A3 
ne sont pas nuls à la fois ; il en a une infinité si Ai, A2, A3 sont nuls 
simultanément et si, de plus^ les mineurs de A ne sont pas tous nuls . 
Pour cela, désignons par X, Y, Z les premiers membres des 
équations (1). On a Fidentité 

AX 4- A'Y + A"! s (Aa -f- A'a' -+- A'a")» -4- (A& + X'b' + A^fr^jy 

-f- (Ac + AV -h AV)^ + Ar. 

Dans le second membre, le coefficient de a; est A ; le coefficient 
de y est le déterminant A où l'on a remplacé a, a', a" par b, b', b\ 
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c'est-à-dire 0; de même le coefficient de s est nul. Les combi- 
naisons BX -f- B'Y -f- B^Z et CX-hC'Y-hC'Z donneraient lieu 
à des remarques analogues. On a donc les identités 

( AXH-A'Y + A'Z = !«-+- A,, 
(2) j BX + B'Y -h B'Z s Ay H- Aj, 

( ex H- C'Y -+■ CZ s Aj + Aa. 
Supposons A 9^: ; toute solution de (1) vérifie le systî^mc 

!Aa?-hAi =0, 
Ay -h A2 = 0, 
Aj H- As = 0. 

Or le système (3) admet une solution et une seule. Nous allons 
montrer qu'elle satisfait au système (1). Appelons en effet X', Y', 7J 
les premiers membres des équations (3). On a Tidentité 

aX -+- bV -f- cZ' = A(aa? -hby-i- es) + ( Aa -h B& + Cc)d 

-h (A'a -+- B'6 -+- Cc)d' -h [A" a + B'ô -^ C'c)<r. 

Dans le second membre de cette identité, le coefficient de d est A ; 
le coefficient de d' est le déterminant A où Ton a remplacé a\ b\ & 
. par a, b, c, c'est-à-dire ; de môme le coefficient de d' est nul. 
Notre identité peut donc s'écrire 

aX 4- bV -h cTl s A(aa? -f- ^y -f- c j -f- «î) = AX : 

la solution du système (3) vérifie donc l'équation AX = 0, et par 
suite l'équation X = 0, puisque A n'est pas nul. Elle vérifie de 
môme les équations Y = 0, Z = 0. 

Ainsi, lorsque A est ^ 0, le système (1) admet une solution et 
une seule, et les valeurs des inconnues qui composent cette solution 
sont données par les équations (3). 

Supposons A = 0. Si Al, A2, A3 ne sont pas tous nuls, le système 
(1) n'a aucune solution. Soit par exemple A3 i^zf: ; alors C, C, G" 
ne peuvent pas être simultanément nuls; soit C^^O, La pre- 
mière identité (2) devient 

ex -h C'Y -h CZ = A,, 
d'où 

p r*' A 

Z = — -^X rpr Y H- -gl- , Z = XX -H ]x\ -h v, v ^ 0. 

Ceci montre qu'un système de valeurs des inconnues annulant X 
et Y ne peut annuler Z. 

Supposons à présent que A, Ai, As, A3 soient nuls, sans que tous 
les mineurs de A le soient, et, pour fixer les idées, soit C* ^ 0. 
îi'identité 

ex 4- C'Y H- C"Z = 
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peut s'écrire 

ZsXX-hfiY; 

elle montre que la troisième équation (4) est une conséquence du 
système formé par les deux premières. Il suffit donc de résoudre le 
système 

ax -{- by -i- cz -h d = 0, 

a'x -h h'y 4- c's + d' = 0. 

Or, C* ou abf — a'b étant z^ 0, on peut attribuer à z une 
valeur arbitraire et résoudre ce système par rapport à a? et y. Le 
système (1) a donc une infinité de solutions, et l'inconnue z est 
arbitraire. L'inconnue z est celle dont les coefficients ne figurent 
pas dans C*. Il est bon de remarquer que a: et y sont de la forme 

07 = p5 4- î, y = p'j + q'. 

Remarque. — Nous nous sommes appuyés uniquement sur les 
hypothèses A = 0, As = 0, C* ^zf: 0. Cela suffit pour que les 
équations (1) soient compatibles. Ces hypothèses doivent donc 
entraîner Ai = 0, Aj = 0. C'est ce qu'il est facile de vérifier. 
On a 



Al = 



d 

d' 
d" 



b 
b' 
b" 



c 
c' 



CAi = 



d 

d' 

Cd" 



b 
b' 



c 
c' 

Ce" 



C'A, = 



Aux éléments de la troisième ligne ajoutons ceux de la première 
multipliés par C et ceux de la seconde multipliés par C; il vient 

d b c 

d' h' c' 

Cd -f- ad' + Cd" Cb -h Cb' -f- Cb" Ce -+■ Ce' 4- CV 

Actuellement, les éléments de la troisième ligne sont nuls : car le 
premier est A3, le troisième est A, enfin le second est un détermi- 
nant qui a deux colonnes identiques. Donc CAi = 0, d'où Ai = 0. 
On démontrerait de même l'égalité A2 = 0. 

Supposons enfin tous les mineurs de A nuls. Considérons les 
neuf nombres 

V ad*-a'd, bd'^b'd, cd' ^ c'd, 

f4) I flrf" — aV, ftrf" — ft^d, cd'''-c''d, 

( a'd" — a^d', b'd" — b^d', dd!' — d'à!. 

Ce sont les déterminants du second ordre formés par les coeffi- 
cients d'une inconnue dans deux équations et par les termes connus 
correspondants. Si l'un des nombres (4) est différent de 0, les équa- 
tions correspondantes sont incompatibles. Soit ad! — a'd^^. 
Alors a et a' ne sont pas nuls à la fois. Soit a :;£ 0. On a l'identité 

— a'X-haY = ad' — a'd, 
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d'où 

a a r-J r -r- 

II est donc impossible qu'un système de valeurs de a-, y, z annu- 
lant X annule aussi Y. Supposons nuls, ainsi que les mineurs 
de A, tous le^ nombres (4). Les nombres a, a\ a" ne sont pas tous 
nuls ; soit a ^zf: 0. Parmi les nombres (4), considérons ceux qui 
contiennent a, à savoir ad' — a'dy ad" — a''d. Puisqu'ils sont nuls. 
on a les identités 

— a'X -f- aY s 0, — a'X -f- aZ = ; 

on en tire 

Y = — X, Z= — X; 

a a 

il suit de là que les équations Y = 0, Z = sont des consé- 
quences de réquation X = 0. 11 suffit donc de résoudre l'équa- 
tion 

ax -h by ~\- cz ~{- d = 0. 

Or, a étant différent de 0, on peut donner à y et à 5 des valeurs 
arbitraires, puis prendre pour x la valeur Le 

système (1) a donc une infinité de solutions, et les valeurs des 
inconnues y et 5 sont arbitraires. 

Remarqiie, — On voit, par cette démonstration, qu'il suffit, pour 
que les équations soient compatibles, de supposer nuls : l*» parmi 
les mineurs de A, ceux, B', B", C, C*, dont a est un élément, avec 
a ^é ; 2° les deux déterminants ad' — a'd, ad" — a"d. Il est 
facile de vérifier que, si les conditions contenues dans la première 
partie de cette remarque sont réalisées, les autres mineurs de A 
sont nuls. Dès lors la nullité des deux déterminants ad' — a'ef, 
ad" — a"d entraîne celle des sept autres déterminants (4). 

On observera encore que les deux déterminants ad' — a'd, 
ad" — a"d s'obtiennent en bordant a inférieurement par le coeffi- 
cient de X pris successivement dans les deux dernières équations 
et à droite par les termes constants correspondants. 

81 . Résolution d*un système de n équations du premier degré 
i\ n inconnues. 

Soit à résoudre le svstôme 

Xi ^ aiXi -h h\X'2 -f- . . . -4- l^Xn -h Ml ^0, 



) A2 ^ a-i 



a-iXi -f- &2^2 -H • • • -4- l^Xn -+• U'i = 0, 
X,ï ^ OnXi H- bnX2 -h ' • ' -h ^n^n -h l^n = . 
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m 



Appelons A le déterminant 



«1 ài 
02 bi 



h 



Cn On ... • n 

formé par les coefficients des inconnues; Ai, Bi, . . ., Li, Aa, . . ., Ln 
les coefficients de ai, &i, . . . , /i, a2, . . . , /n dans A ; Ait le déterminant 
obtenu en remplaçant dans A les éléments de la A»*"'* colonne par 
tii, «2, . . ., ttn, de sorte que 

Al = AiUi + kiUi 4- . . . -f- knUny 
Aï = BiMi -f- B2M2 +...-+- B„Wn, 



A„ = LiMi H- LgMj -{-...-+- L„«„. 
On a ridentité 

AiXi -h A3X2 -+-••• 4- AnXn ^ (Aifli -H A2a2 +•••-+- An^nja^l 

-+- (Ai6i-+-Aaft2-h hA„6n)a?2-f-"-h(Ai/i+As?2-f- |-An/n)a:n-+-Ai. 

Dans le second membre, le coefficient de a?i est A ; celui de x-i 
est A où Ton a remplacé ai, as, . . ., a» par fti, &2, . • ., &n, c'est-à- 
dire 0; de même, les coefficients de a?3, ..., a?„ sont nuls. Des 
remarques analogues s'appliquent aux sommes 

BiXi -f- B2X2 H- • . . -f- BnXn, . . . , LlXi -f- L2X2 -h • • . -f- LnXn. 

On a donc les identités 

AiXt + A2X2 H- ... -h AnXn ^ A^i H- Ai, 

B|Xi -+- B2X2 -j- • • • -f- BnXn ^ Aa72 ~+~ Aj, 



(2) 



LiXi 4- 1.2X2 +•.•-+- LnXn ^ Aarn + An. 

Supposons d'abord A i^z^ 0. Toute solution du système (1) vérifie 
le système 

Aa?i -f Al = 0, 
.«^ j Aa;2 + A2 = 0, 



Aa7n4-A„= 0. 

Or le système (3) a une solution et une seule. Nous allons montrer 
qu'elle satisfait au système (1). Appelons en effet X',, Xi, ..., Xn 
les premiers membres des équations (3). On a l'identité 

«iXj 4- ftiXJ 4- .... 4- ^iXn = A(aia7i 4- b\Xi 4- ... 4- Uxn) 

(Aiai 4- Bi&i 4- ... 4- LiZi)wi 4- (AiOi 4- B2Ô1 4- ■ • • -f L2^i)«2 4- • • • 

(Anfll H- B„&i 4- ... 4- Ln/l)Wn. 

Dans le second membre, le coefficient de u\ est A ; le coefficient 
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de U2 est A où Ton a remplacé ai, bi, .,., h par «i, &i, ..., /|, 
c'est-à-dire ; de même, les coefficients de t*8, . . . , w„ sont nuls. 
L'identité se réduit donc à 

fliX; H- &iX', -f- . . . H- hXn = A(aia?i + bia^ -+- h liXn-hUt) ^ AXi. 

La solution de (3) vérifie donc Téquation AXi = 0, et par suite 
X 1 = 0. On verrait de môme qu'elle satisfait à Xs = 0, . . . , X» = 0. 

On peut donc énoncer la proposition suivante, connue sous le 
nom de règle de Cramer : 

Un système de n éqtuitions du premier degré à n inconnues , dans 
lequel le déterminant A formé par les coefficients des inconnues est 
différent de 0, admet une solution et une seule. De plus, la valeur 
de l'inconnue Xk est fournie par Véquation ^k + Aj^ =: 0, A^^ étant 
ce que devient A quand on y remplace tes coefficients de Xk par les 
termes connus correspondants. 

Supposons maintenant que A soit nul, et que l'un des détermi- 
nants Al, A2,...,An, — An par exemple — soit 9^0. Alors Li, La, ...,L„ 
ne sont pas tous nuls ; supposons Ln ^ 0. La première des iden- 
tités (2) devient 

LiXi + LîXs -h . . . -t- LnXn ^ An ; 
on en tire 

mr Ll Y Lj _, l^n— 1 Y _l "^^ 

An = î — Al j — As — . . . 1 An— 1 -h -_ — i 

Xn ^ XiXi -h X2X2 4- . . . + Xn-iXn-1 "M^, J* ^ 0. 

Cette identité montre qu'il est impossible qu'un système de valeurs 
annulant Xi, X2, ..., Xn~i annule aussi Xn : les équations (1) 
sont incompatibles. 

Supposons enfin que les déterminants A, Ai, A2, ..., An soient 
nuls sans que tous les mineurs de A le soient, et, pour fixer les 
idées, soit Ln ^ 0. La dernière des identités (2) devient 

LiXi -h L2X2 -h . . . -hLnXn ^ ; 
on en tire 

Xn^ ,-- Xi 1 — X2 — . . . 1 Xn-1 , Xn^AiX 1-1-^2X24-. . .-f-An-i Xn-i . 

Ln ^n ^n 

On voit que la n»*'"^ équation (1) est une conséquence du système 
formé par les n — 1 premières. D'ailleurs Ln est le déterminant 
formé par les coefficients de «1, oc-i, . . ., x„r-i dans les n — 1 pre- 
mières équations. Le système formé par ces n — 1 premières 
équations, et par suite le système (1), admet donc une infinité de 
solutions : on peut choisir arbitrairement l'inconnue Xn dont les 
coefTicients ne figurent pas dans L„ ; quant aux inconnues 
Xi, xi, . . ., xn-i, elles s'exprimeront par des polynômes du premier 
degré en Xn. 
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Remarque. — Il suffit, dans la démonstration, de supposer nul, 
ainsi que A, le déterminant formé en bordant Ln en bas par les 
coefficients de «-i, Xi, ..., iCn-i dans la n«*»"« équation et à droite 
par les termes connus ui, 1*2, ...» Wn. 



82. Nous n'examinerons pas le cas où tous les mineurs de A 
seraient nuls, parce que nous démontrerons bientôt, à l'égard d'un 
système de n équations à p inconnues, deux théorèmes généraux 
qui comprennent tous les cas particuliers qui peuvent se présenter. 
Appliquons auparavant la règle de Cramer à la résolution du pro- 
blème suivant : 

Considérons un système de trois équations du premier degré à 
trois inconnues : 



^0. 



aa; + fry 4- C5 -f- rf = 0, abc 

(1) \ a'x 4- b'y -h c'z -f d' = 0, avec A = a' b' c' 

a'x-h fy-h c'a H- cT = 0, a" b" c" 

Ce système a une solution et une seule (x', y\ z'). Proposons- 
nous de calculer la valeur V du polynôme aa? -f- ^y 4- yj + 5 
pour x=ix\ y = y\ z = z'. 

A cet effet, considérons le système formé par les équations (1) et 
par réquation 

(2) aa: -H f:»!/ -+- Y5 — V -f =z 0. 

Ce système, dans lequel les inconnues sont a*, y, ^, V, admet 
une solution unique: car le déterminant des coefficients des incon- 
nues est 

a b c 

a' b' c' 
a" b" c" 
a ? T-1 

Au reste, il est évident a priori que l'unique solution de ce syslème 
est (x'j y', y, V). On a, en appliquant la règle de Cramer : 



= 0, 






d'où 



a 


b c 






a 


b 


c 


d 


a' 
a" 


b' c' 
b" c" 


V'-4- 


a' 
a" 


V 
b" 


c" 


d' 


a. 


^ ï-i 




a 


p 


T 


8 






a 


b 


c 


d 






V'XA = 


a' 
a" 


b' 

b" 


c' 

c" 


d' 
d" 


• 








y. 




T 


•s 






COR ET RIEM. — TRAITÉ D'ALCtonE, 



8 
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Pour que V soit nul, il faut et il suffit que Ton ait 

a b c d 
a' b' & d' 

-" d" 







= 0. 



a" b' c 

a p Y 

Donc, si Ton veut écrire que la solution du système (1) satisfait à 
réquation 

(4) aa?4.^»,-4-Yj-H8 = 0, 

on écrira que le déterminant formé par les coefficients des incon- 
nues et par les termes connus dans les équations (1) et (4) est nul. 

83. Résolution d'un système de n équations du premier 
degré à p inconnues. 

Soit à résoudre le système 

Xi ^ CLiXi -\- biXi -|- . . . -+- liXp + Ml =0, 
tt'iXi -f- b^Xz -+-•••-+- l2^p -¥" W2 = 0, 



w 



(x„ = 



anXl -h brtX2 +•••-+- Inf^p -|- U» = 0. 

Soit (T) le tableau formé par coefficients des inconnues : 

«1 bi ... Il 
/rpv û2 &2 ... h 



On ^» ... *n 

Nous appellerons déterminants déduits de (T) tous ceux qu'on 
obtient en prenant les éléments communs à un certain nombre de 
lignes et au même nombre de colonnes. Parmi ces déterminants, il 
y en a au moins un qui est différent de zéro, et tel que tout autre 
déterminant différent de zéro déduit de (T) ait un degré inférieur 
ou égal. Soit d un tel déterminant. Nous rappellerons déterminant 
principal du système et nous désignerons son degré par r. On a 
r <^n, r <^p. 

Examinons d'abord le cas particulier où r est égal à n. Suppo- 
sons que les inconnues dont les coefficients entrent dans d soient 
«1, sc2j . . ., Xn. Si n est égal à p, il y a une solution unique ; si n 
est inférieur à p, il y a une infinité de solutions, et Ton peut 
choisir arbitrairement les valeurs de a:n+i, a?„+2, ..., ^p- Ainsi, 
pour r = «, les équations (1) sont toujours compatibles. 

Supposons r <in. Appelons 8 l'ensemble des déterminants 
d'ordre r-f-l formés par les coefficients de r inconnues dans 
r -+- 1 équations et par les termes connus correspondants. 
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84. Théorème I. — Si l'un des déterminants 8 est différent de 
zéro^ les équations (1) sont incompatibles. 

Plaçons les inconnues et les équations dans un ordre tel que ,1c 
déterminant o que nous supposons différent de zéro renferme les 
coefficients des r premières inconnues dans les r-f-1 premières 
équations. Soit 5i ce déterminant : 

ûi bi ... fi ui 

«2 b'i ... fl U2 



Oi = 



ar 



br 



'r-,-1 



fr 



Ur 



Nous allons montrer que les r-hl premières équations sont 
incompatibles. Désignons à cet effet par Ui, Ua, ..., Ur, Hr^x les 
coefficients de ui, wj, . . ., Wr, Wr^i dans 81, et considérons Tidentité 

l 1X1 -h UâXa + . . . -f- Mr^r + Urn-iXr^l 

^ (Uiai -f- 1)202 4- . • • 4- l'r+iar-^i)a?i 

-h ... 4- (Ui/*i 4- U2/*2 4- . . . -f- Ur.,/*r.,)a?r 
H~ ••• 4-(UiMi4-U2M2-|- hUr^,t/r*i). 

Dans le second membre, qui est un polynôme du premier degré en 
aîii «2, . . ., osp, le terme constant est 81 ; le coefficient de a?i est 81 
où Ton a remplacé ui, M2, ..., Wr+i par ai, 02, ..., flr+i, c'est-à-dire ; 
de môme les coefficients de a?2, . . ., av sont nuls. Si r est < p, 
les coefficients de «?r*i, ..., a?/» sont également nuls. Le coefficient 
de Xr^i par exemple, c'est oi où l'on a remplacé «i, W2, ..., Wr+i 
par les coefficients (/i, ^2, . . ., Çr+t de a;r*i dans les r-hl pre- 
mières équations (1); c'est donc un déterminant d'ordre r-hl 
déduit du tableau (T) ; il est nul par hypothèse. Notre identité se 
réduit donc à la suivante : 

L'iXi -f- U2X2 -h » • • -f- IJr^r -h Ur^iXr^-i ^ Ôi. 

Maintenant, 81 étant différent de zéro, il est impossible que 
1^1, Us, . . . , Ur^i soient tous nuls. Supposons Ur^i ^ 0. L'iden- 
Ulé précédente peut s'écrire 



Xr-^i = — 



Ui 



X, - 



U: 



L 



A. 2 — ~ • • • — 



Ur 



X, 






r-^l 



/•-hl 



T — * 



OU 



Xr+1 S XiXi H- A2X2 -H ... 4- ÀrXr 4" [i, avcc fJt ^ : 

il est donc impossible que des valeurs de a?i, 0:2, . . ., Xp annulant 
Xi, X2, ...,Xr annulent aussi Xr-^t. Les r4-i premières équa- 
tions (1) sont incompatibles- 
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85. Théorème II. — Si tovùs les déterminants S sont nuls^ les 

équations (1) sont compatibles. 

Le déterminant d contient les coefficients de r inconnues dans r 
des équations (1). Plaçons les inconnues et les équations dans un 
ordre tel que d soit formé avec les coefficients des r premières 
inconnues dans les r premières équations : 

bi ... fi 



d = 



ai 



Oi Ôj 



A 



«1 



Appelons maintenant o^ (a étant Tun des nombres 1, 2, . . ., n — r) 
le déterminant ô obtenu en bordant d inférieurement par les 
coefficients des r premières inconnues dans la (rH-a)»<^« équation 
et à droite par les termes connus tci, ws, . . ., Ur, «r*a : 

ai bi ... fi ui 

02 bî . . /a ^'2 



K = 



Or 



br 



'r-t-a 



fr 
Jr+x 






Soit l'i, 1^2, ..., L> les coefficients de «i, «2, ..., Ur dans S.î ^^ 
coefficient de «r^a est d. On établit, comme dans la démons- 
tration précédente, Tidentité 

r,X, -+-r2X2-h . . . -4- VrXr-^-dXr^x = 0, 

puisque o^ est nul par hypothèse. On en tire 



•Vr-fX = 



11 



X, 



r 



V ''Y 

-»2 ... — , Wr y 



ou 
Ti'équation 



II 

a "' d 

Xr^x = est donc une conséquence du système formé 
par les équations Xi = 0, X2 = 0, ..., Xr = 0. Dès lors, les 
n — r dernières équations (1) sont des conséquences du système 
formé par les r premières, et il suffit de résoudre ce dernier sys- 
tème. Nous voilà donc ramenés au cas où Tordre du déterminant 
principal est égal au nombre des équations. Si r est égal à p, il y a 
une solution unique. Si r est inférieur à ;>, il y a une infinité de 
solutions : p — r inconnues sont arbitraires, à ^savoir celles dont 
les coefficients ne figurent pas dans d. Les autres inconnues s'expri- 
ment par des polynômes du preuiier degré par rapport aux incon- 
nues arbitraires. 

Remarques. — l*» On voit, par cette démonstration, qu'il suffit, 
pour que les é(iuations soient compatibles : 1° de supposer nuls. 
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parmi les déterminants de degré r-j-l déduits de (T), s'il yen 
a, ceux dont d est un mineur, avec rf ^ ; 2» de supposer nuls 
les n-'T déterminants oi, 82, ..., ^n-r- On peut démontrer que, 
si les conditions contenues dans la première partie de cette remar- 
que sont réalisées, les autres déterminants de degré r+1 déduits 
de (T) sont tous nuls (*). Dès lors, la nullité des n — r détermi- 
nants oi, 82, ..., 8;^_r entraîne celle de tous les autres déter- 
minants 0, car, si un seul de ces déterminants 8 était :^ 0, le 
système serait incompatible, d'après le théorème i. M. Rouché a 
appelé caracrema'gt4«<>- ces n — r déterminants. 

2^ Un système quelconque d'équations du premier degré a une 
solution unique, ou bien n'a aucune solution, ou bien a une infmitc 
de solutions. Le premier cas ne se présente jamais lorsque le nom- 
bre des équations est plus petit que le nombre des inconnues : un 
tel système a une infinité de solutions ou n'en a aucune. 

86. Équations homogènes. — Supposons ui = U2 = • • • =: tin = ; 
alors les polynômes Xi, X2, ..., X» sont homogènes, et les équa- 
tions (1) sont dites homogènes. Un système d'équations homogènes 
et du premier degré a toujours au moins une solution, à savoir 
flPi =: 0, «2 = 0, ..., aî;, = 0, ce qui est évident de soi-même. 
Cela résulte aussi de ce que les déterminants 8, s'il y en a, sont 
tous nuls, puisque la dernière colonne de chacun d'eux est com- 
posée de zéros. Deux cas peuvent donc se présenter : ou bien le 
système a une solution unique, qui est alors xi = 0, œ^ = 0, ..., 
Xp = 0, ou bien il en a une infinité. Le premier cas a lieu lorsque 
r est égal à jj, le deuxième cas a lieu lorsque r est inférieur à p. 
On peut, dans ce dernier cas, choisir à volonté p — r inconnues, 
à savoir celles dont les coefficients ne figurent pas dans d. Les 
autres inconnues s'expriment par des polynômes homogènes et du 
premier degré par rapport aux premières. Nous n'-soudrons tout à 
l'heure le système pour n = p — 1 = r. 

Lorsque le nombre n des équations est moindre que le nombre p 
des inconnues, le système n'a jamais une solution unique. On peut 
donc énoncer la proposition suivante : Un système d'équations 
homogènes et du premier degré contenant plus d^inconnues que- 
d^équations a une infinité de solutions^ et Von peut prendre arbitrai- 
rement la valeur de Vune au moins des inconnues. 

Un cas qui se présente fréquemment est celui où l'on a n équa- 
tions homogènes et du premier degré ù n inconnues. Si le déter- 
minant formé par les coefficients des inconnues est différent de 0, 
le système n'a pas d'autre solution que la solution Xi = 0, 

(•) Voir, page 121, l'exercice 8. 
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«2 = 0, . . ., ar„ = 0. Si ce déterminant est nul, le système a une 
infinité de solutions, et on peut prendre à volonté la valeur de 
Tune au moins des inconnues. De là ce théorème : Pour qu'un 
système de n équations homogènes et du premier degré à n incon^ 
nues ait une solution où les inconnues ne soient pas toutes nulles, il 
faut et il suffit que le déterminant formé par les coefficients des 
inconnues soit nul. 

Comme application de ce qui précède, cherchons à quelle condi- 
tion n équations du premier degré à n-— i inconnues sont com- 
patibles. Prenons par exemple le système 

aa?4- &y H- c = 0, 

(3) ^ a'x + 6'y -h C = 0, 

a^x-^- fy-^c' = 0, 

composé de trois équations à deux inconnues. Supposons qu'il 
admette la solution x z= a/, y =z y'; alors le système 

ax-hby -^cz = 0, 

a^x-i- h'y-^ c's = 0, 

a''x-\-b''y-hcrz=zO, 

composé de trois équations homogènes et du premier degré aux 
trois inconnues a?, y, z, admettra une solution autre que x = 0, 
y = 0, « = 0, savoir x =i a/, y =y', jz = \, Donc on a 

abc 

(4) a' b' c' =0. 

a" b" <f 

Ainsi : Pour gîte les équations (3] soient compatibles, il faut que 
le déterminant formé par les coefficients des polynômes qui compo- 
sent leurs premiers membres soit nul. 

Lorsque cette condition est remplie, il n'est pas sûr que les équa- 
tions (3) soient compatibles. Par exemple, les équations 

oo-hy-h 1 =0, 
«-f-y-l-2 = 0, 
X'hy-{-2 = 

sont incompatibles, et cependant le déterminant 

1 i 1 

i i 3 

est nul. Toutefois, quand le déterminant principal du système (3) 
est du second ordre, la condition {%) exprime que les équations (3) 
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sont compatibles. Supposons par exemple ab' — a^bzp^O; alors 
le système formé par les deux premières équations (3) admet 
une solution unique, et, à cause de régalité(4), cette solution satisfait 
à la troisième équation (3). 

Résolvons, pour terminer, un système de n équations homogènes 
du premier degré à n -h 1 inconnues dans lequel le déterminant 
principal est d'ordre n. Soit par exemple le système 

!ax -^ by -h es -h dt = 0, 
a!x -h b'y -^c'z -h dit = 0, 
a''x4-b''y -j-c'j-f- d''t = 0. 

Appelons A, B, C, D les déterminants du troisième ordre obtenus 
en effaçant dans le tableau 

a b c d V 

o! b' d d' -1 

d" 



_.» -um _» 

a O C 



successivement la première, la deuxième, la troisième, la quatrième 
colonne. Soit D :^ 0. Résolvons les équations (5) par rapport à 
a?, y, 2 en donnant à * une valeur arbitraire. Les inconnues sont 
données par les formules : 



= 0, 



a 


b 


c 




dt 


b c 


a' 


b' 


c' 


x-h 


d't 


6' (/ 


a" 


b" 


c" 




dU 


b" c" 


a 


b 


c 




a 


dt c 


a' 


b' 


c' 


y-+- 


a' 


d't c' 


a" 


b" 


c" 




a" 


d''t c" 


a 


b 


c 




a 


b dt 


a' 


b' 


c' 


5-1- 


a' 


b' d't 


a" 


b" 


cT 




a" 


b" d^t 



= 0, 



= 0, 



qu'on peut écrire 

Dflc4-At=:0, Dy — B« = 0, Dz-\-Ct = 0. 

On en tire 

Xt Bt 



a?=--g-, 



et 



ou bien, en posant — — = X : 

(6) x = A)., y = — BX, 5 = ex, 

formules qu'on écrit ordinairement ainsi : 

x_ _ y — _f _ __ __f _ 
X "" — B ~" C " — I) 



t = - I)X, 
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EXERCICES 



1. Résoudre le système 

(a -4- h)x — (a-^- c)y -+- (b 
abx — acy ■+■ bcz = 1 . 



c)z = 0, 



2. Résoudre le système 



x-hy-^z = 1, 
ax-^-by-hcz = d. 



a^x 



b'y 



c^z 



=:d' 



• 3. Résoudre le système 

r ojc -h fty -h C3 -h f = 0, 
I ax H- 6'2/ -hc'z -h r = 0, 
( a"x -h b"y -h c"z -f- ( = , 

les coefficients étant quelconques, mais tels cependant que e déterminant 



a 


b 


c 


a' 


b' 


c' 


o" 


b" 


c" 



n'aii pas deux lignes identiques. 



• 4. Résoudre le svstèrae 



a" H- a'*-'jTi -h flf-^jJi -h ... -4- ax»_i -h jr^ = , 

a, />, ..., I étant n nombres différents. Montrer que jjv = (— 1)^5;^, 
S;^ désignant la somme des produits fc à fc des nombres a, 6, ...,/. 
Calculer les déterminants déduits du tibleau des coefûcients en supprimant 
successivement la 2«, la 3», . . ., la (/i -h 1}*' colonne. 



'5. Trouver la formule d'interpolation de Lagrange comme application de 
la théorie des équations du premier degré . 

Connaissant les restes que Ton obtient en divisant un polynôme /"(j) 
par X — rti, .r — tfa, . . ., x — a„, (ai, o-, . . ., a» étant des nombres dif- 
férents), calculer le reste de la division de ^\x) par [x—a\'.x—a^. . .(.r— fl„). 



•6. Soit 



d = 







EXERCICES 




a h 


e 




ABC 


a' V 


c' 


9^0, D = 


A' B' C 


a" b" 


c" 




A" B" G" 
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Démontrer : !« que D = d*; 2° que le coefficient d'un élément quel- 
conque de D est égal à l'élément correspondant de d multiplié par d. 
Ainsi, par exemple, B'C" — B'C = ad. Appliquer le dernier résultat au 
déterminant symétrique 

a b" b' 
b" a' b 
b' b a" 



7. Soit 



A = 



a b" b' 
b" a' b 
b' b a" 



un déterminant égal à 



Le système d'équations 

{ ax -+■ b"y -h b'z = 0, 
) b"x-^a'y-^bz = 0, 
( b'x -^by-h a' z = 

admet une solution (x\ y', z') oii les inconnues ne sont pas toutes nulles. 
Démontrer que, si a, p, y sont trois nombres assujettis seulement <'( la 

condition 

oue' -h ^y' -h vi' = 0, 
on a 

Aa -h B'p -h B'r = 0, 

B"a -h A'? -4- Br = 0, 
B'a -4- B? -h Vy = 0. 

Conclure de là que, si les mineurs de A ne sont pas tous nuls, il existe 

un nombre k :ptO tel que l'on ait 

A = fcr'*, A' = ky'\ Ji." = kz'\ B = ky'z\ h' = kz'x', B" = kx'y'. 



* 8. Soit 



(T) 



ai bi 
Oi bi 



II 



a, 



l, 



un tibleau rectangulaire contenant np nombres disposés sur n lignes 
horizontales et sur p colonnes verticales de façon que chaque ligne hori- 
zontale contienne p de ces nombres. On suppose que, parmi les détermi- 
nants d'ordre r (r <i n, r < p) déduits du tableau (T), il y en ait un, 
d, différent de 0, et tel que tous les déterminants d'ordre r h- 1 déduits 
de (T) dont d est un mineur soient nuls. Si, par exemple, les lignes qui 
servent à former d sont les r premières, on demande de démontrer qu'à 



1 
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chaque ligne a^^ &j^, ..-y h ^^ tableau (T) correspond un système de 
nombres Xi, >,, .,.,\ tels qu'on ait les égalités 



conclure de là que tous les autres déterminants d'ordre r- -4- i déduits 
de (T) sont nuls. 



CHAPITRE III 



DU SECOND DEGRÉ 



I. — ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ 

87 . Résolution de Téquation du second degré à une incon- 
nue. — Toute équation du second degré à une inconnue x peut 
être mise sous la forme 

(1; ox^-^-bx-^-c = 0, 

a, 6, c désignant trois nombres quelconques, dont le premier, 
a, est toujours différent de zéro. Il est aise de faire voir qu'une 
telle équation a 0, 1, ou 2 racines. 

Considérons d'abord le cas particulier où c est nul sans que h 
le soit. Le premier membre de l'équation (1) est alors x[ax 4- b) ; 

il s'annule pour x = et pour x = ; pour toute 

autre valeur de x, il est différent de : l'équation admet les 

b 
racines 0, Par exemple, l'équation a?*— a? = ad- 
met les racines 0, 1 ; l'équation 3a:* -h 2a: = admet les 
racmes 0, — -«- • 

Considérons en second lieu le cas où b est nul sans que c le 
soit; le premier membre de l'équation (1) se réduit alors à 
ax' -h c. Lorsque a et c sont de même signe, cette expression • 
reste, pour toute valeur de x, de même signe que a et ne s'an- 
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nule jamais : l'équation n'a aucune racine; telle est, par exemple, 
réquation ar^ -h 1 =0. Supposons a et c de signes contraires, 

et écrivons ax- -|- c ^ a( x' H j- Soit a le nombre y » 

(le sorte que = ** ; on aura 

a 

ax^ -H c ^ a[x^ — a') ^ a{x — a)(j? 4- a) . 

L'expression ar^ H- c s'annule donc pour a? = « et pour 
ar = — a; pour toute autre valeur de ar, elle est différente de 

zéro : l'équation proposée admet donc les racines y > 

— y Par exemple, l'équation ar- — 1 = admet les 

racines -+- 1, — 1. 

Eniin, lorsque 6 et c sont nuls à la fois, l'équation se réduit 
à ax^ = 0, et admet la seule racine ar = 0* 

Plaçons-nous maintenant dans le cas général où a, 6, c sont 
tous trois différents de zéro. Désignons par f{x) le trinôme du 
second degré ax^ -^bx -\- c. On a l'identité 

Distinguons plusieurs cas. 

1<> \ac — ô^ > 0. Alors f{x) reste, pour toute valeur de ar, 
de même signe que a, et ne s'annule jamais : l'équation (1) n'a 
aucune racine. 

2« 4ac — 6^ = 0. Alors l'identité (2) se réduit à 

b V 



(3) f{x) = a{x'^—^ ; 



pour toute valeur de x autre que — — 9 f{x) a le signe 
de u; pour x = — — » f{x) est nul : l'équation (1) admet 

l'unique racine — —* 
;]<^ 4crc — ô* < 0. Désignons par a le nombre \/6* — 4ar, 
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de sorte que iac — 6* = — a*. On a 

ou enfin 

(4) f{x) = a{x — a/){x — x'U 

avec X = — , X = — ^ 

Si l'on donne à x une valeur autre que a/ ou x^, /*(x) est dif- 
férent de zéro; si cette valeur de x n'est pas comprise entre 
x' et x\ f[x) a le signe de H- a, tandis que, pour x com- 
pris entre xf et x", /*(x) a le signe de — a. Pour .t = x' 
ou x^, f[x) est nul : l'équation (1) admet donc, dans ce cas, 
deux racines données par la formule 

En résumé, si Ton nomme discriminant du trinôme f[x) l'ex- 
pression kac — 6*, on peut énoncer l'important théorème 
que voici : 

Théorème. — Si. le discriminani de f{x) est positifs ce tri- 
nôme ne s'annule jamais ; son signe pour toute valeur de x est 
celui de -\- a. 

Si le discriminant de f[x) est nul, ce trinôme s*annule pour 

une seule valeur de j*, — î pour toute autre valeur de x, 

il a le signe de -h a. 

Si le discriminant de f[x) est négatifs ce trinôme s'annule pour 
deux valeurs de x, j' et x" (on les appelle les racines du tri- 
nome) ; pour toute valeur de x comprise entre ces deux valeurs, 
il a le signe de — a ; pour toute valeur de x différente des 
valeurs x', x" et non comprise entre elles, il a le signe de -ha. 

Remarques, — 1° Toutes les fois que a et c sont de signes 
contraires, 4ac — b^ est négatif et l'équation f{x) = a 
deux racines. 
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2* Lorsque iac — 6* = 0, l'équation f{x) = n'a qu'une 

racine, a/ = — -3 — On dit cependant encore qu'elle a deux 

racines, mais que ces racines sont égales ; ou bien on dit qu'elle 
a une racine double. Cette façon de parler est destinée à 
rappeler que f{x) est alors, à un facteur numérique près, iden- 
tique au carré de x — ar'. Par opposition, lorsque le discrimi- 
nant est négatif, on dit que l'équation f{x) = admet deux 
racines distinctes, 

30 II arrive souvent que le coefficient b se présente sous la 
forme 26'; alors 4ac— 6' = 4(ac— 6'*). Donc, pour ac — A'*>0, 

l'équation f{x) = n'a aucune racine ; pour ac — A* = 0, 

b' 

elle admet deux racines égales à ; pour ac — b'^ < 0, 

a 

elle admet deux racines distinctes données par la formule 



— b'dz ylb"" - ac 
a 

En particulier, si a = 1, la formule précédente devient 

■^b'zh ^F^^^c. 

88. Le théorème précédent conduit sur-le-champ aux deux 
propositions suivantes, dont on fait usage à chaque instant : 

Corollaires. — 1° Si^ par un moyen quelconque, on a trouvé 
un nombre a tel que af[oL) soit < 0, c'est U7ie marque sûre que 
réquation f{x) = admet deux racines distinctes^ et que le 
nombre a est compris entre ces racines. 

En effet, dans tout autre cas, on aurait afia) > p. 

2° Si, par un moyen quelconque, on a trouvé deux nombres a 
et 6 tels que /*(a)/*(P) soit < 0, c' est une marque sûre que T équa- 
tion f[x) = admet deux racines distinctes, et qu'il y a une 
de ces racines et une seule entre a et p. 

En effet, aucun des deux nombres /"(a), f{^p) n'est nul; ces 
deux nombres sont de signes contraires : l'un d'eux, /*(») par 
exemple, a donc le signe de — cr, tandis que /*{?) a le signe 
de -+- a. f{oL) ayant le signe de — a, avant tout f{x] admet 
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deux racines distinctes a/, x\ et, de plus, a est compris entre 
ces racines; quant au nombre ^, il n'est pas compris entre 
elles, car sans cela /"(p) aurait le signe de — a: p est inférieur 
à la plus petite ou supérieur à la plus grande. Dans l'un et 
l'autre cas, il y a une racine et une seule entre a et p. 

Applications. — 1^ Supposons que f{x) soit le polynôme 

(ar — a)(ar — 6) — c* (a ^ b, c^O); 

nous allons montrer que l'équation f{x) = admet deux ra- 
cines distinctes. En effet, le coefficient de x^ est positif, et f{a) 
est négatif ainsi que f{b). On voit de plus que a et b sont com- 
pris entre les racines, de sorte qu'en appelant x' la plus petite 
racine et x" la plus grande, on a a' < a < ô < x". Pour qu'il 
y ait une racine double, il faut qu'on ait simultanément a = b^ 
c = 0. Ces résultats se retrouvent aisément par la considération 
du discriminant. f{x) ordonné s'écrit x'^ — (a -+- b)x-\' ab — c^ ; 
son discriminant est kab — 4c^ — (a -|- b)'^ =' — (a — bf — 4c- ; 
pour c :^ 0, il est négatif; pour qu'il soit nul, il faut qu'on ait 
à la fois a = ô, c = 0. 

2* Montrer que l'équation 
a} b^ 



X — p X — q 

admet deux racines distinctes. Ecrivons l'équation ainsi : 

n^x — q) -h b\x — p)-hl{x — pYx — q) 

ix — p){x — q) ~ ' 

elle équivaut à la suivante : 

a-{x — q)-hb\x — p) -^Hx — p)(x — q) = 0, 
dont nous désignerons le premier membre par f{x). Or on a : 

m = <^'(P - ^) < 0, f[q) = b\q - p) > ; 

on en cx)nclut que l'équation f{x) = admet deux racines 
distinctes x\ x" (^ << a?'% et que Tune de ces racines (et rien 
qu'une) tombe entre p et q. De sorte qu'on a 

x' < p < x" < q 

ou p < x' <q < x\ 
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Pour savoir lequel de ces deux cas se présente, il suffit 
d'avoir égard au signe du coefficient de x^^ c'est-à-dire au sifrne 
de À. Si X est > 0, c'est le premier cas qui se présente, et si X 
est < 0, c'est le second. 

89. Résolvons maintenant les deux importants problèmes que 
voici : 

Premier problème. — Ranger par ordre de grandeur les 
racines (s'il y en a) de l équation ax^ -\-bx-¥c = Q et le 
nombre a, et cela sans résoudre V équation. 

Soit f{x) le premier membre de l'équation. On calcule le 
nombre /*(a) = aa* h- ôa 4- c. Si ce nombre a le signe de — a, 
c'est-à-dire si af[a.) est < 0, l'équation f{x) = admet deux 
racines distinctes, et le nombre a est compris entre ces racines. 
Si /*(») a le signe de -f- a, c'est-à-dire si a/'(a) est > 0, on ne 
connaît pas le signe du discriminant de f(x). Supposons ce 
discriminant négatif : alors l'équation f[x) = admet deux ra- 
cines distinctes a?', a/ [x' < x"). Le nombre a n'est pas compris 
entre les racines, sinon /"(a) aurait le signe de — a. On a a < x' 
ou a > x\ Pour savoir lequel de ces deux cas se présente, 
il suffit de comparer a à un nombre quelconque compris entre 

x' et x". — -r— est un tel nombre, car l'identité 

2a 



donne 



f[x) = a(x 



b y kac — b^ 



2a I ka 



.. b \ Aac^ b' ^f . ^ 



D'ailleurs nous verrons plus loin, et on peut vérifier immédia- 
tement, que l'on a 



__^_ x' -^ x" 

Cela posé, si a est inférieur à — — > il est inférieur à x' ; si 

b 
a est supérieur à — -3— 9 il est supérieur à x\ 
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Supposons que, dans un problème, rinconnue x soit assujettie 
à vérifier : 1® l'équation /{x) = ; 2** l'inéquation x < «. 
Pour qu'il y ait une solution unique, il faut et il suffit qu'on ait 
a/\a) <; ; cette solution est xf. Pour qu'il y ait deux solu- 
tions, il faut et il suffit que Ton ait 

4ac-6«<0, a/'(a)>0, - ^ < «. 

Application, — Indiquer le nombre des solutions de chacune 
des équations 

Pzb^(I=0, 

où P est un polynôme du premier degré, ax -h 6, et un 
polynôme du second degré, ox* -+- ^a: -h y- 

En prenant successivement le signe -h, puis le signe — 
devant le radical, on obtient les deux équations 

(I) P4-v^Q- = o, (II) P-^Tr = 0. 

Toute solution de l'une ou l'autre de ces équations satisfait à 
réq nation 
(i) F-Q = 0, 

qui est du second degré. Si cette équation (1) n'a pas de racine, 
aucune des équations proposées n'en a. Supposons que l'équa- 
tion (1) admette la racine ar, , et posons ax, -i-A = Pt, 
ajrj H- pa?! H- Y = Qi. On a Qi = P*, et par suite Qi est positif; 
mais i^Qi est égal à Pi ou à —Pi, suivant que Pi est positif 
ou négatif. Pour Pi < 0, a?i est racine de l'équation (I); pour 
Pi > 0, Xi est racine de l'équation (II). D'ailleurs le signe 

de Pi dépend de la position de Xi par rapport à Donc, 

en supposant a > 0, nous avons les conclusions suivantes : 
Si x, est <C > Xi est racine de l'équation (I); tandis 

que, si Xi est > > Xi est racine de l'équation (II). 

On voit donc que, pour répondre à la question, il suffit de 
ranger par ordre de grandeur les racines de l'équation (i) et le 

nombre 

a 

COR ET RIKM. — TRAITÉ D'ALGËBRE & 
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90. Deuxième problème. — Ranger par ordre de grandeur les 
racines (s'il y en a; de l'équation ax* -f- ôx -h c = et les 
deux nombres a et ^ (' < P)» ^l ^^^^ ^^^^ résoudre T équation. 

Soit toujours f{x) le premier membre de l'équation. Calcu- 
lons /(z) et /*(^), et distinguons deux cas, suivant que ces deux 
nombres sont de même signe ou de signes contraires. 

Si d'abord ils sont de signes contraires, c'est-à-dire si /*(a)/'(^} 
est <0, l'équation admet deux racines distinctes a/, x' 
(a/ < x"), et il en tombe une et une seule entre « et p, de 
sorte qu'on a 

a<x'<?<x'' ou x'<tx<x'<?. 

Le premier cas a lieu si af{oL) est > 0, le second a lieu si 
af(oL) est < 0. On peut dire encore qu'on a : dans le premier cas, 

a-f- 3 < x' -h x' ou ; dans le second cas, «4- p > 

a a 

On a donc affaire au premier ou au second cas, selon que a -h ^ 
est inférieur ou supérieur à 

Supposons maintenant f{^)f{'?)> 0, ce cas se subdivise 
lui-même en deux autres, suivant que f{i) a le signe de -h a 
ou celui de — a. 

Si af{oi) est < 0, l'équation admet deux racines distinctes, 
et les nombres a et p sont tous deux compris entre ces racines. 

Si af{oL) est > 0, il faut calculer le discriminant 4ac — b*. 
Supposons-le négatif; l'équation admet aloi's deux racines dis- 
tinctes y, x" {a/ < x"), et aucun des nombres a, p n'est com- 
pris entre ces racines. On a donc 

x' < x' < a O, 
ou a < x' < x" < ?, 

ou a O < x' < x'. 

Le premier cas a lieu pour — ô~<*» ^^ second pour 

a < — -T- < p; le troisième pour P < — ^r- • 
za za 

On remarquera que Tinégalité /*(«)/*(?) > implique 



Ti^ , 
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qu'entre a et P il y ait ou deux racines de fix)^ la racine 
double, s'il y en a une, étant comptée pour deux. 

Supposons que, dans un problème, Tinconnue x soit assu- 
jettie à vérifier: lo l'équation f{x) = ; 2° la double inéquation 
a <; JT < ?• Pour qu'il y ait une solution et une seule, il faut et 
il suflit que Ton ait /'(«)/'(?) <C 0. Cette solution est x! ou xf^ 
selon que af(^ est positif ou négatif; ou bien encore, selon 

. b 
que a -h p est inférieur ou supérieur à Pour qu'il y 

ait deux solutions, il faut et il suffit qu'on ait à la fois : 

4ac-6«<0, flAa)>0, a/-(p)>0, a<-l<?. 

Application, — Indiquer le nombre des solutions de chacune 
des équations 

± v/P =i= v/Q = «, 

cil P et Q sont des polynômes du premier degré et a une cons- 
tante, que l'on peut toujours supposer positive. 

En combinant les signes placés devant les radicaux de toutes 
les manières possibles, on a quatre é(juations, parmi lesquelles 
se trouve la suivante : 

-v/P-v/Q = a, 
qui n'a aucune solution. Les trois autres sont : 

(I) v^P-v/Q = a; 

(II) v^P-+-v/Q = a; 

(III) • -v^P + v/Q = a. 
Considérons l'équation (I), qui équivaut à 

Toute solution de cette écjuation est solution do 

P = a» -4- Q H- 2av^Û 
et par suite de 

(1) (P - Q - a^)^ = 4a=0 . 

On verrait de même que toute solution de Téquation (II) ou de 
l'équation (III) est solution de (1); cela résulte d'ailleurs do 
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ridcnlili'; 

( / P H- • U H-a)(-va>~+ / U H- «; V P - / U> a)(~/F-/^ -Ha) 

= (P _ Q — a*)* — 4a*Q. 

L'équation (i) est du second degré au plus. Si elle n'a pas de 
racine, aucune des équations proposées n'en a. Supposons 
qu'elle admette la racine x,. Appelons P| et Qi ce que devien-' 
nent P et Q quand on y remplace x par a-,. On a 

(2) (P.-Qi-a')' = 4a»0u 

ce qui montre que Qi est positif. 
Cela posé, distinguons deux cas : 

1° Pi — Qi - a' > 0. Alors l'égalité (2) donne 

P, - Q, - a» = 2a^(î:, ou Pi = («H- •Qi)*, 

d'oii Ton conclut que P, est positif et <]u'on a 

v/Pr=a^v/QT : 
donc Xx est racine de l'équation (1). 
2« p, _Q, _a*<0. Alors l'égalité (2) donne 

(3) P,-U, -a« = -2av/U:, ou Pi = (a-v^â)S 
d oii l'on conclut que Pi est positif et cju'on a 

/P7=dz(a-v^Ô;). 

Pour choisir le signe dans le second membre de l'égalité 
prédédente , remplaçons -y v^U7 par sa valeur tirée de l'éga- 
lité (3) ; nous aurons 

Par suite, si Pi — Qi h- a' est > 0, ,r, est racine de l'équa- 
tion (11) ; et si Pi — Oi -h a" est < 0, .ri est racine de 
l'équation (IH). 
En résumé, on a le tableau suivant : 

Pi — Qi — «' > ; .rj est racine de (I). 

Pi — • Qi -H a' > 0, Xi est racine de (llj ; 

Pi — Oi -h û* < 0, ri est racine de (III). 
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Nous avons dit que P et Q sont des polynômes du premier 
degré. Soit P ^ ajp -+- p, Q ^ y^ ~^ ^> et, pour fixer les idées, 
a > Y- On a 

Pi--Qi~a' = (a-Y)xi4-? — 8 — aS 
Pi — Qi-ha« = (a — y)^i-hP— S + a*, 

de sorte que les signes de ces deux nombres dépendent de la 
position de Xi par rapport aux deux nombres 

A = ^-^ . B = ^ — ^ (B<A). 

a — Y a — Y 

Pour Xi > A, ari est racine de l'équation (I) ; pour B < Xj < A, 
Xi est racine de Téquation (II) ; pour x, < B, Xi est racine 
de l'équation (III). 

On voit donc que, pour répondre à 1^ question, il suffit de 
ranger par ordre de grandeur les racines de l'équation (1) et les 
nombres B et A. 

91. Inéquation du second degré. — Toute inéquation du 
second degré à une inconnue x peut se ramener à la forme 

(!) ajc« -+- 6x 4- c > 0, a^iO. 

Pour la résoudre, il faut se demander : 1» si le trinôme 
ax^ -h éx -j- c a des racines ; 2° quel est le signe de a. 

Si ce trinôme n'a aucune racine, l'inéquation (1) est vérifiée 
(|uel que soit x ou ne l'est jamais, suivant (]ue a est positif ou 
négatif. 

S'il a deux racines égales, l'inéquation est vérifiée, si a est 

positif, pour toute valeur de x, sauf pour x = — — ; elle 

n'est vérifiée pour aucune valeur de a? si a est négatif. 

Enfin si le trinôme admet deux racines distinctes x\ x" 
(.r' < x"), l'inéquation est vérifiée pour x <cx' et pour x ":> oc" 
si a est positif, tandis que, si a est négatif, elle est vérifiée 
pour les valeurs de x comprises entre x' et x^. 

L'inéquation 

ax* -f- 6a: + c > a'x^ -h f/x -h c' 
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se ramène à la précédente, car elle équivaut à 

(a — a')x* 4- (^ — ^')j--+- c — c' > 0. 

11 arrive souvent qu'une inéquation du second degré se présente 
sous la forme 

{a.r -+- b){a'j: -+- b') > 0. 

Il faut alors bien se garder de développer son premier membre. 
Ce premier membre est un trinôme du second degré en a-, qui 

admet les racines en évidence > r j et dans le- 

a a 

(juel le coefficient de x* est aa'. Supposons — ^—.* L'iné- 

^ a a 

quation est vérifiée par les valeurs de x non comprises entre 
et -T si aa! est positif, tandis que, si ojd est néga- 
tif, elle est vérifiée parles valeurs de x comprises entre et 

L'inéquation 

ax -f- h 



r>0 



dx -h y 
se ramène à la précédente, car elle équivaut à 

{ax -f- h){dx 4- h') > 0. 
11 en est de même de l'inéquation 

a jr -H 6 



ax 



T >^% 



qui équivaut à 






(« 


— dk)x-h b — 
dx -+- b' 


b'k 

— >o. 


Considérons encore 


\ rinéquation 






ax^ -+- ôj- -H c 
dx^-^b'x+d 


•>o. 


Elle écjuivaut à ccllen 


• 

;i : 




[ax^-h 


hx + c){a!x* + 


6'x-Hc';>0. 
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Le premier membre est un produit de deux facteurs. Si aucun 
de ces facteurs n'a de racine, le premier facteur a toujours le 
signe de a, le second a toujours le signe de a! : Tinéquation 
sera donc toujours vérifiée ou ne le sera jamais, suivant que aa' 
sera positif ou négatif. Si, le premier facteur n'ayant aucune 
racine, le second en a, comme le premier facteur a toujours le 
signe de a, l'inéquation à résoudre est, en supposant a > 0, 
équivalente à 

Si chacun des facteurs admet deux racines distinctes, on a 

ax* -\- bx -h c ^ a[x — Xi){x — arj), 

a'x* -h b'x -4- c' ^ a'{x — x\ ){x — xi), 

de sorte que l'inéquation à résoudre équivaut à celle-ci : 

aa\x — Xi)(x — Xi){x — x'i){x — x'^) > 0. 

Le premier membre est un produit de facteurs dont il est aisé 
d'avoir les signes suivant la valeur de x. 
Considérons, pour terminer, l'inéquation 

a,r* -^ bx -h c 
a'x« 4- b'x H- c' -^ '' 
elle équivaut à 

(g — a'k)x^ -f- (6 — b'k)x -h c — c'k ^ ^ 
ax* -f- bx -+- c 

qu'on sait résoudre. 

Application. — Choisir le nombre X de manière que l'iné- 
quation 

ar*H-2a:-i-X>10 

ait pour solutions tous les nombres. 
Nous voulons que l'inéquation 

x«-h2x-hX— 10>0 

soit vérifiée quel que soit x. Son premier membre est un tri- 
nome du second degré dans lequel le coefficient de x' est 
positif; il faut et il suffit, pour que ce trinôme soit toujours 
positif, que son discriminant soit positif : 

X — 10— i >0, d'où X>11. 
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92. Relations entre les coefficients et les racines d'nne équa- 
tion du second degré. — Considérons Téquation 

(1) ax^ -{- bx + c = 0, avec 4ac — à^ < 0. 

Cette équation admet deux racines ar', x*, égales ou inégaies, et 
telles qu'on ait identiquement 

oj?* 4- A.r -h c ^ a{x — x^{x — x")^ ax^ — alx' -h x^)x -+■ ax'x'. 

On a donc 6 = — a(a?'-ha/'}, c := axfxf^ d'où 

) .r V = - . 

Ainsi, lorsqu'une équation du second degré admet des racines : 

{"" la somme de ces racines est égale au quotient changé de signe 
du coefficient de x par le coefficient de x^ ; 2° le produit de ces 
racines est égal au quotient du terme tout connu par le coeffi- 
cient de x^. D'après cela, quand on connaît une des racines, 
il est très facile de calculer l'autre. 
En particulier, si a = 1, c'est-à-dire si l'équation est 

(3) a:«-f-6j:-hc = 0, 4c— 6«<0, 

les relations précédentes deviennent 

(^a?' -h or* = — 6, 

Inversement, si deux nombres x', x*, égaux ou non, satisfont 
aux relations (4), on a identiquement 

x^ -\- bx -h c^ x^ — {x' -h x'')x -H x'x" ^ (x — x'){x — x^). 

Ces deux nombres sont donc les racines de l'équation (3), et Ton 
peut énoncer la proposition suivante : 

Pour que Inéquation (3) ait des racines et que ces racines soient 
les nombres x^^ x\ égaux ou non^ il faut et il suffit que les coef- 
ficients de Véquation et les nombres a/, x" soient liés par les rela- 
tions (4). 

Si, d'après cela, on demande de former un trinôme de la 
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forme 



I 

1 



jf'-h bx 

admettant pour racines deux nombres donnés af, x\ l'unicjue 
solution du problème sera le trinôme 

X* — (jZ-H 3f)x -h jfx\ 

Il y a une infinité d'équations du second degré admettant pour 
racines les nombres donnés; ce sont les équations 

X[x« — (j' 4- x')x -h jfx"] = 0, 

OÙ ^ est un nombre arbitraire différent de 0. 
Considérons deux quelconques de ces équations : 

X[x* — (j/ -h x^'jx + x'x'] = 0, 

(i[x« — (a/ 4- x'')x 4- 3/x^ = 0, 

et soit f{x) et g{x) leurs premiers membres. On a l'identité 

Ainsi, quand deux équations du second degré ont les mêmes 
racines, leurs premiers membres sont des polynômes dont les 
coefficients sont proportionnels. La réciproque est évidente. 



APPLICATIONS 



93. Calculer deux nombres x\ x!' dont la somme s et le pro- 
duit p soient donnés. On doit avoir 

( x^ -h x" = s, 

(*) î ^.' = ,. 

Si le problème est possible, Téquation du second degi*é 

(2) x^ — sx-^p = 

a des racines, et ces racines sont les nombres cherchés x\ x". 
Inversement, si cette équation a des racines, ces racines satis- 
font aux relations (i). Donc, pour que le problème soit possible, 
il faut et il suffit que l'équation (2) ait des racines, et ces racines 
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sont les nombres cherchés. Ainsi l'unique condition de possibi- 
lité du problème est 

4p — *« < 0. 

Dans le cas particulier où 4p — s* est égal à 0, et dans ce cas 
seulement, les racines de l'équation (2) sont égales, et leur 

valeur commune est -^• 

94. Etant donné Véquation ax* -h 6x -f- c = 0, quelle rela- 
tion doit-il y avoir entre o, A, c pour quelle admette deux 
racines or', x\ et que l'on ait 

mx' -h rtx" = p. 

m, fî, p étant des nombres donnés, et m étant différent de n^ 
Si l'équation admet deux racines ar', x* remplissant la condi- 
tion énoncée, le système 



x-hy = 

(1) ; ^ a 



admet la solution unique x = y, y = x% et l'on a x^x^ = — 



mx -h ny = p 

c 
a 

Réciproquement, si le produit des valeurs constituant la solu- 

c 
tion unique du système (1) est égal à — » avant tout, l'équa- 

ce 

tion a des racines. Car soit x'' la valeur de x, x" la valeur de y; 

h c 

x\ x" sont les racines de l'équation .r^H — x-\ — =0, qui 

a a 

équivaut à la proposée. En outre, on a ?nx'-h7ix' = p. H 
suffit donc, pour obtenir la relation demandée, de résoudre le 
système (1) et d'écrire que le produit des valeurs de x et de y 

est égal à — • En résolvant le système (1), on trouve 



a 



ap -{-an ap -h àm 

a(m — n) a(m — n) 

I^ condition cherchée est donc la suivante : 

[a]) -h bm){ap -4- bn) -\- ac{m — ny = 0. 



^ ■ ■ ^ ■ ■ ^" 
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Elle s'applique même si les nombres m, n sont égaux, leur 
valeur commune étant ^ 0, et si, de plus, 4ac — A* est < 0. 

95. Discuter a priori les racines de l'équation 

ax^ -h 4x -h c = 0, 

c*esi-à-dire reconnaître, sans résoudre Véqualion, si elle a des 
racines, e^ dans le cas de V affirmative^ quels sont les signes de 
ces racines, 

c 
Si — est < 0, l'équation a deux racines distinctes. Tune 

positive, l'autre négative. 

Si — est > 0, il y a trois cas à distinguer : 

i° 4ac — ft' > 0; l'équation n'a aucune racine ; 

2® 4ac — 6* = 0; l'équation a deux racines égales à — — ; 

3» 4ac — /»*•< 0; l'équation a deux racines distinctes et de 

même signe; ce signe est celui de leur somme, 

a 

En résumé : pour que l'équation ait une racine positive et 

c 
une racine négative, il faut et il suffit qu'on ait — <C 0; pour 

qu'elle ait deux racines positives, il faut et il suffît qu'on ait 

c b 

— >0, 4ac — 6*<0, >0; 

a a 

pour qu'elle ait deux racines négatives, il faut et il suffit qu'on 

ait 

c b 

— >0, 4ac— ^><0, <0. 

a a 

Exemple. — On donne l'équation 

x^ - iXv -+. X2 -H 2X - 3 = 0, 

X pouvant prendre toutes les valeurs possibles. Discuter a priori^ 
suivant la valeur de X, les racines de cette équation. 
Pour qu'il y ait une racine positive et une négative, il faut et 
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il suffit que l'on ait 

X« + 2X — 3<0, ou — 3<X<+1. 

Pour qu'il yaitdeux racines positives, il faut etiil suffit qu'on ail 
X»-f.2X — 3>0, 2X — 3<0, X>0, 



ou 
c'est-à-dire 



3 



À>0, 



i<^<-^ 



X>1, 



Enfin pour qu'il y ait deux racines négatives, il faut et il suffit 
qu'on ait 

X2-^.2X — 3>0, 2X — 3<0, X<0, 



ou 
c'est-à-dire 



3 



X<0, X<~3, 

X < - 3. 

Voici un tableau qui résume la discussion. On y a rangé par 
ordre de grandeur croissante les valeurs remarquables de X, et 
on a indiqué les signes des racines quand X est compris entre 
deux valeurs consécutives : 



— 3 



2 racines 
négatives 



Ip. 




— 6 





-M 




3 

■+"2 


1 rac. pos. 
1 rac. nég. 


lr. = 2 
lr. = 


2 racines 
positives 


2 racines 
_ 3 
" 2 



aacune 
racine. 



96. Somme des puissances semblables des l'aclnes d*aDe 
équation du second degré. — Soit 

(1) ax^-^bx-^c = 

une équation du second degré qui admet deux racines x"^ x*. 
On demande de calculer, sans résoudre l'équation, la somme 

Sn = x"» -h ar"". 



n 


étant 
On a 


un entier 


positif quelconque. 

S, - ar' + j?" - - 


b 

■ 9 

a 












S, 


- a/^ 


-h x'"' = 


(x' -h x'y - 2xV' = 


b^ 


-2 


c 

a 


= 


b^ 


— 2ac 
a* 
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Si donc on avait une relation entre S„, Sn+i, S„+î, la ques- 
tion serait résolue. Or, considérons les égalités 

aa/* -h ^x' H- c = 0, 
ax"* -h bx" -i- c = 0, 

et additionnons-les après les avoir multipliées respectivement 
par y**, a?"** ; il vient 

aS„+2 -t- bSn+i -V cS„ = 0. 

Si, dans cette relation, on fait n = 1, xomme on connaît 
S, et Sî, elle donne S3 ; si Ton y fait n = 2, comme on con- 
naît Sj et S35 elle donne S4, etc. 

, ^ . ^« — 2ac bc ^ ^, . ^, :iabc — b' . 
?i = 1 : aSa-hé r =0, d'où S:,= ; » etc. 

Remarques : 1» S„ est de la forme -^ — ^ — ^ — - 1 ©« étant un 

aP 

polynôme homogène et de degré n par rapport à a, b, c. 

En effet, on vérilie cette proposition pour n = 1, 2, 3; 

supposons qu'elle soit vraie jusqu'à S„_i, et démontrons qu elle 

est encore vraie pour S„. On a par hypothèse 

^, __ ?n-ïfa, b, C) ?n-l(», b, c) 

r>„_2 _ —— , ^„_l = -— , 

o«_t, çn-t étant des polynômes homogènes en a, ô, c et (|ui 
sont respectivement de degrés n— 2, n — 1. Calculons S„. 
On a 



^n-i ^n-2 

d'où 

r. _ — ^?n-i — aco„_2 

On — Z 9 

a" 

et l'on voit bien que le numérateur de la fraction qui représente 
S„ est un polynôme homogène et de degré n en a, é, c. 
2^ Il est facile, c étant supposé ^0^ de, calculer la somme 

1 1 

1 

a/" ar'" 
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On 


a 






1 


-4-- 


1 


= 



Exemples : 



sf'-^-x"^ ^ Sn ^ c _^^ ?n(a. à, c) 



J- i _ à 

x''^ x' '~ c " 

_!__ Jl_ _ b^ — lac 

1 1 3a^c — 6» 

^■^■^= ? '^^^- 

Il est aisé d'expliquer pourquoi Ton peut calculer j/" -f- jr'" 
sans connaître x' et x" : cela tient à ce que le polynôme 
j.n _^ yn pçQ^ gg mettre sous la forme d'un polynôme par rap- 
port à j:^ et à J -f- y. 

En effet, on a, pour les petites valeurs de w, 

jr« H- y» = (a: -h t/)* — 2xy, 

j?» 4- V' = (j -h yY — 3j[/(j? h- y)» 
et l'identité 

jr" -h y'» = (.r«-» H- y"-* j:a? -+- y) — ryl^"-* -i- y»-») 

montre que si la proposition est vraie jusqu'à x""* ■+- y""*, elle 
l'est, par cela même, pour x^ -h y". Elle est donc générale. 
Ainsi .r^-hy" peut se mettre sous la forme F(xy, x-hy), 
F étant un polynôme. Dès lors on a 

x"" -h x"" = f( — , 

\ a a 

97. Définition. — On dit qu'un polynôme en x et y, /"(x, y), 
est symétrique par rapport à ces deux lettres, quand on a l'iden- 
tité 

A-^» y) = Ay» ^)' 

Exemples : j^ -t- y» ^'y , jo^ -f- y*, J^y* -h J'^y . 

Dans un tel polynôme, il y a deux sortes de termes : les uns 
renferment x et y à la même puissance et sont par conséquent 
symétriques en x et y : tel est le terme Ax^y*, qu'on peut écrire 
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A(xy)*. D'autres ne renferment pas x et y à la même puissance. 
Soit Aa:**/*(a <; P) un tel terme; alors le polynôme contient 
nécessairement le terme Ax'y*, qui, ajouté au précédent, donne 
pour somme A(.ri/)*[ar*~* -h î/'~*;. Ainsi tout polynôme symé- 
tri({ue en X et y peut se mettre sous la forme 

(1) 2A(j://)*4-ïB(.riy)VT^T/T); 

le premier signe S s'étend à tous les termes qui contiennent x 
et y à la même puissance, et le second à tous les couples de 
termes qui contiennent a: et y à des puissances différentes. 

Gela posé, il est très i'acile de calculer la valeur numérique 
que prend un tel polynôme, /*(j:, t/), pour a? = x', y = j/', 
x' et x" étant les racines d'une équation du second degré 

nx^-\- bx-hc = 0, (4ac — 6« < 0), 

et cela sans résoudre cette équation. On met le polynôme sous 
la forme (1), et on a 

f{x', x") = SA(y.r";»4- 2B(.zVj^(.r'- H-x'-). 

ç 

Or x'x" est éffal à — 5 et on sait calculer x''^ H- x"" sans 

^ a 

connaître x' et x". 

98. Application ik la transformation de Téquation du second 
degré. — Soit 

(1) ax*4-/^xH-c = (ïac — b'^Q) 

une équation du second degré admettant deux racines, x' et x". 
Soit f(x), (gx) deux polynômes dont le second ne s'annule ni 
pour X = x\ ni pour x = x\ On demande de fonner une 
équation du second degré ayant pour racines 



rr > 



f[x) 
C'est ce qu'on appelle faire la transformation y = — j 

Si l'on pose 
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f'x (jT 

, : ^t , ^ sont les racines de réqualion 

Ci. X* — «x-hp = 0. 

Or « et p sont des fractions dont les termes sont des poly- 
nômes symétriques en x', x'. On sait donc les calculer sans 
résoudre Téquation (I . On fera ce calcul, et Téquatlon (2) 
répondra à la question. 

Exemples : K^ Former une équation du second degré ayant 
pour racines y, .r**. On a ici 

_/# •• b* — iac i.n.^ ^^ 

5 = y* -f-x'* = , » = (X'X^)» = -- . 

a/* et X "* sont donc les racines de Téquation 

(3) a V - (ft* — 2ac)x H- c« = . 

Le discriminant du premier membre est A*(4«c— b^) ; il est 
nul : i** quand 4flc — ^* = 0; 2« quand 6 = 0. Ce résultat 
était à prévoir, car l'égalité a/* = x"*, ou (x' — x'Xx' -h x") = 0, 
a lieu quand x' = x" ou quand x' = — sf. 

2° Former une équation du second degré ayant pour racines 
kx\ kx\ On a ici 

s = k{x'-i-x'') = — ^, » = k^x'x" = — - 

Ax' et Ax" sont donc les racines de l'équation 

(4) ax2 -+- A'6x -h ^*c = 0. 

On l'obtient en remplaçant dans la proposée 6 et c par kb^ k*c. 

Dans le cas particulier oîi k est égal à — 1, l'équation (4) 

devient 

ax* — 6x-hc = 0; 

elle a pour racines — x', — x". On l'appelle la transformée en 
— X de l'équation (1); elle ne diffère de cette dernière que par 
le changement de signe du coefficient du terme du premier 
degré. 

3* Former une équation du second degré ayant pour racines 
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1 1* 

— ^ > — » (c ^ 0). On a, dans le cas actuel, 

i 1 6 la 

X X c xfx" c 

— j- et — ^ sont les racines de l'équation 

(5) cj^-2 H- 6.r -4- a = 0. 

1 

On l'appelle la transformée en — de Téquation (1), dont elle se 

déduit par rechange des coefficients extrêmes. 

Les deux dernières transformations sont comprises dans la 
suivante : 

ax -h P 

que Ton appelle la transformation homographique. Proposons- 
nous d effectuer cette transformation en nous plaçant d'abord 
dans l'hypothèse où x^ est :pt x^. Nous supposerons a^' — a'P :^ 0, 

a' 

et, en outre, quand a! est ^tf: 0, que ;- n'est pas racine 

de (1). 

Soit y' une racine de la transformée ; soit a/ la racine de la 
proposée à laquelle elle correspond. On a 

d'où (aV-+-PO!/ = «^+P. 

ou (ay-at)x'+?y— p = o. 

Il est impossible que a't/ — a soit nul, sans quoi ^y — p 
serait nul aussi, et on aurait a^' — a'p = 0. On a donc 

et par suite 

\a ?/ — a/ %y — a 

COB BT BIEM. — TRAITÉ d'aLGÈBRE 10 




146 ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ 

y vérifie donc Téquation 



\ay — a/ 



(6) a(!V-^)+*L^H.C = 0. 



Pour la même raison, la seconde racine y" de la transformée 
vérifie Téquation (6). Comme cette équation est du second 
degré en t/, elle n'admet pas d'autres racines que t/ ^^ V' • 
elle répond à la question. On l'obtient en résolvant, par rapport 
à Xy l'équation 

our-hp 

et en substituant la valeur trouvée pour x dans l'équation (1). 
Le raisonnement précédent suppose tt! ^jf. Si l'on avait 
a:! ■= af^ Téquation en j/, formée d'après la règle que nous 
venons d'énoncer, admettrait une racine double 

oar'-hp 



!/ = 



aV-+-p' 



[on le voit en prenant (1) sous la forme a[x — ar';' = 0] : 
donc, dans tous les cas, elle répond à la question. 

Application. — Former une équation du second degré ayant 
pour racines x' -\-h, x" -+• h. 

11 suffit de remplacer x par y ~ /i dans l'équation (i). On 
trouve ainsi l'équation 

ou 

(7) ay2 4- (6 - 2ah)y -t- a/i« — ÔA -h c = 0. 

On peut disposer de h de manière à annuler, dans l'équa- 
tion (7), soit le coefficient de y, soit le terme constant. Pour an- 
nuler le coefficient de y , il faut prendre h = — ; pour 

annuler le terme constant, il faut prendre pour h une racine de 
l'équation ax* — 6a? h- c = ; mais c'est la transformée en 
— X de l'équation (1); il faut donc prendre A = — a/ ou 
Il = — x\ Il était aisé de prévoir ces résultats : les racines de 
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l'équation (7) sont af -hh^ or* H- A; pour que le coeiBcient 
de y soit nul» il faut et il suffit que leur somme soit nulle, 

c'est-à-dire que a/ -h x* + 2A = 0, ou h 2A = 0,. ou 

f ^ 

A = -5— ; pour que le terme constant soit nul, il faut et il 

suffit que l'un des deux nombres a/-4-A, af-^h soit nul, 
c'est-à-dire que A soit égal à —x' ou à — x\ 



99. Reprenons l'équation du second degré 

qui admet deux racines a/, x\ Soit /*(.r, y), g{xy y) deux poly- 
nômes à deux variables x et y. Supposons g{xf^ x^) et g{x% a/) 
différents de zéro, et proposons-nous de former une équation 

du second degré dont les racines soient , / ,, > \ / ,{ . 
Si Ton pose 

s = -^ 



g{x', x^) g{x^, a/) ^(a/, x')g{x", a/) 

^ /Ia:^ a^-)/(x-, a^) 
^ (/(a:',xXx%a/) ' 
réquation 

a:' — sa: 4- p = 

répond à la question. Or on peut calculer 5 et p sans résoudre 
l'équation (1) : car on est ramené à calculer les valeurs que 
prennent des polynômes symétriques en a? et y pour x — x'^ 
y = a/'. 

Exemple. — Former une éijuation du second degré ayant 
pour racines oc'^x^'y a/'^oc'.' On a 

s = x'af[7/-\-7f) = - -^^ V = [^^Y = ^ ' 

L'équation 

a'x* -i- abcx+ c^ = 

répond donc à la question. Le discriminant de son premier 



148 ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ 

membre est a^c^i^ac — 6*) ; il est nul 1° pour 4ac — 6* = 0; 
2** pour c = 0. Ce résultat était à prévoir, car l'égaUtë 
a/^x" = af^a/ ou xV(aî'— a:") = a lieu pour a/ = af^ on 
quand Tun des nombres ar', x' est nul. 

100. Condition pour que deux équations du second degré 
aient au moins une racine commuue. — Soit 

flj?* -f- 6ar -h c = 0, a'x^-h b'x + c' = 0, (ha':^0), 

les deux équations proposées, dont nous représenterons les pre- 
miers membres par f{x) et <p(a:). Quelle relation doit-il y avoir 
entre a, 6, c, a', b\ c', pour que ces deux équations aient au 
moins une racine commune ? 

Supposons que ces deux équations aient des racines, c'est-à- 
dire que l'on ait iac — A* < 0, 4aV — b'^ < 0, et que l'une 
des racines, Xi, de la première équation soit racine de la 
seconde. Alors le système 

if 
a'y^ù'z-hd = 0, 

oh y et z sont les inconnues, admet la solution 

y = X], s = x^. 

Or si ab' — a'b est ^ziO, le système (1) admet la solution 
unique 

__ bc' — b'c _^ ca' — c'a 

'^■" ab'--a'b' ^-^ ab'—a'b' 

par suite on a 

bd — b'c /ca' — c'aY 

R désignant la quantité 

{ab' — a'b){bc' — b'c) — [ac' — ac)*. 

Si maintenant ab' — a'6 = 0, les équations (1) ne sont com- 
patibles que si ad — a'c =i 0. Or elles sont compatibles, puis- 
qu'elles admettent la solution y = a:?, z = x^ : donc, même 
dans ce cas, R = 0. Ainsi R = est une condition néces- 
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saire pour que les deux équations aient une racine commune. 
Vovons si cette condition est suffisante. 

Si Ton a R = 0, ab' — a'b ^ 0, le système (l) a une solu- 
tion unique, et, dans cette solution, la valeur de y est le carré de 

la valeur de z. Soit Xi = -r, 77- cette valeur de z : Xi est 

ab' — ab 

une racine commune aux deux équations. Les deux équations 
ont donc une racine commune ; d'ailleurs elles n'en ont qu'une, 

car sans cela on aurait = r> ou ab' — a'b = 0, 

a a 

Remarquons en passant que les hypothèses R = 0, ab' — a'b^Q 
entraînent 4ac — 6* < 0, 4aV — 6'* < 0, sans qu'on ait à 
la fois kac — 6« = 0, ka'd — b'^ = 0. 

Pour calculer la racine commune, on considère les équations 
proposées comme des équations du premier degré en x* et en x, 
et on calcule la valeur de x. 

Si l'on a R = 0, ab' — a'6 = 0, on a par cela même 
ac' — a'c = 0. Dans ce cas, ^{x) est identique à f{x) multi- 

plié par un facteur constant, car on a b' =z — » c = — 5 
^ ^ a a 

et par suite 

©(x) ^ — (ax^^-hbx-\-c)^ ou o(j?) ^ — f(x), 
a * a 

La seconde équation est alors équivalente à la première, et 
si l'on a iac — 6* < 0, les deux équations ont leurs deux 
racines communes. 

Remarquons enfin que, si a est = 0, a'b étant ^ 0, la 
condition R = exprime que la racine unique de f{x) est 
racine de (p(x). 

101 . On peut montrer autrement que la condition R = 
est nécessaire pour que les équations proposées aient au moins 
une racine commune. 

Supposons toujours 4ac — 6^ < 0, 4aV — 6'* <. 0; appe- 
lons Xi et X2 les racines de f\x)^ xj et x'^ celles de o{x). Si 
les deux équations ont une racine commune, on a 

ç)(x,) = ou o(a?2) = 0. 
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et par suite 

?(a?i)?(a:t) = 0. 

Or f(a:i)<p(a?,), c'est la valeur que prend le polynôme <p(x)©(y), 
symétrique en x et y, pour x = Xi, y = jr, : on peut donc 
calculer o(.r,)o(j:'2) sans connaître ar, et xj. Faisons ce calcul. 
On a . 

o{Xi)^(x^) = [a'x\ H- b'x^ -f- c'){a'x\ -h b'x^ -H c') 

= a'^XiXiY -h a!b'xxXi(xi -+- Xi) -f- 6'*jp,ar, 

a'c'(T| 4- arj) H- 6V'(a?i -h x») -f- c'*, 



d'où, en remplaçant XiX^ par — ? Xt-\-Xi par > 

a a 

A» — 2ac 
xj 4- ar; par r — > 

<p(x,)<p(x,) = ± [{ad- a'c)^-(al/- alb^ -b'c)] = =^. 

Si donc les deux équations ont une racine commune, on a 
R = 0. Mais ce n'est pas tout : on conclut encore du calcul qui 
précède que, même dans le cas où les deux équations n'ont 
aucune racine commune, on a 

R = — a*cp(jc,)p(x2). 
On démontrerait de même l'égalité 

R = -aY(^,V(^i). 
Il est d'ailleurs facile de vérifier a priori l'égalité 

a«<?(x.)f{x.) = a'V(x'.)/-(a',) 

en prenant <p(x) sous la forme a![x-- x\){x — xi) et f(x) sous 
la forme q{x — Xi){x — x^). 

1C2. Ces deux expressions de R nous seront utiles tout à 
riieure. Nous allons en établir une troisième qu'il est bon de 
connaître. 

Si les deux équations f[x) = 0, ^(x) = ont une racine 
commune X|, cette racine vérifie, quel que soit X, Téquation 

/•-hXçrrO, OU 

(a -f- >a>-* H- (ô 4- À^')x 4- c -h V = 0. 



■p'^ — ^r 
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Par suite le discriminant de /"-h ^<p, à savoir 

F(X) = 4(a 4- W)(c -h XcO — (6 -+- Wy 

= (4aV — b'^)l* -4- ii^ad + 2a'c — 66')X 4- (4ac — 6*), 

est, quel que soit X, inférieur ou égal à 0. Gela posé» calculons 
X de façon que la seconde racine de Z'+Xq soit égale à Xi. 
Il faudra résoudre l'équation 

ou 

\{b' -4- 2a'a?,) 4- ô -+- 2aar, = 0. 

Dans cette équation, le coefficient de X est égal à «'(ari — ar'g). 
Il est différent de si Xt est ;z^ari, c'est-à-dire si 4aV — ^''^ 
est <0; de même, le terme indépendant de X est différent 
de si 4ac — 6' est < 0. Ceci dit, supposons 4a'c' — 6'* < ; 
il y a alors une seule valeur de X pour laquelle /"-t- X^p a ses 
racines égales. Soit Xj cette valeur de X. Pour X :^ Xj, F(X) 
est négatif; pour X = Xj, F(X) est nul. Donc le discriminant 
de F(X] considéré comme un trinôme du second degré en X est 
nul : 

(4ac — 6*)(4a'c' - 6'«) — (2ac' -+- 2a'c — bb^ = 0. 

Supposons 4aV — 6'* = 0, 4ac — 6' <; ; alors les deux 
racines de /'-HX<p sont toujours distinctes, et F(X) est tou- 
jours négatif. Cela exige que le coefficient de X dans F(X) soit 
nul : 

Si enfin on a ia'cf — 6'* = 0, iac — 6* = 0, les deux 
racines de /*-f-X<p sont toujours égales et F(X) est nul identi- 
quement : donc iad -+- ia'c — bb' est encore nul. Ainsi on a, 
dans tous les cas, 

{4ac — b^)(ia'c' — b''-) — [lac' -h "Ia'c — bb'f = 0. 

On vérifie d'ailleurs sans peine que le premier membre de cette 
égalité n'est autre que -h 4R. 

103. R s'appelle le r^5urtan< des deux trinômes /"(ar), cp(a:). 
Nous avons vu ce qui arrive lorsqu'il est nul. Voyons ce qui se 
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passe lorsqu'il est difl'érent de zéro (dans ce cas, les deux équa- 
tions n'ont aucune racine commune). 

Le cas le plus intéressant est celui où R est > 0. Montrons 
d'abord que, dans ce cas, les deux quantités iac — A*, 4aV — b'^ 
sont négatives. Pour cela, servons-nous de la dernière expres- 
sion de R : 

4R = (4ac - 62)(4aV - b'^) - (^d -h 2a'c - bb'}\ 

On voit immédiatement que, si R est positif, il est impossible 
que 4ac — ô', Mc'—b'^ soient de signes contraires ; il est 
impossible également que l'un de ces nombres soit nul. Il suffit 
donc de démontrer qu'ils ne peuvent pas être tous deux positifs. 
Admettons que Ton ait 4ac — A*>0, 4aV — ô'*>0, et 
posons 

s/4ac - ô* = a, /ïôV^^T"^ = ol'; 



on en déduit 



b' 4- a* , y^ -4- ^' 

C = — : » C = 



4a 4a' 

d'oii : 

16a2a'*R = 4a«a'»aV« — | a\b'^ + a'^) + a"i(b^ H- a«) — iaa!bù'^, 

et on voit que la valeur trouvée pour R ne serait pas positive. 
Ainsi l'inégalité R > entraîne les inégalités 4ac — 6* < 0, 

Appelons Xi et x, (x, <; aVj les deux racines de f(x). 
x'i, x'2 {x^i < a/j) les deux racines de o(x). L'égalité 

montre que ©(xOcpfx)) est < : donc entre Xi et T2 il tombe 
une racine et une seule de o(x). On a par suite l'un ou l'autre 
des deux systèmes d'inégalités 

^t < 3o\ < X2 < j'i, x\ < X, < a?; < Xi. 

C'est le premier ou le second système qui convient, selon que 
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oTi-f-a?» est inférieur ou supérieur à x'^-^x',, c'est-à-dire sui- 

b b' 

vant que — est supérieur ou inférieur à —, - 
^ a ^ a' 

Ainsi, lorsque R e*^ >> 0, 1° chaque équation admet deux 
racines distinctes; 2° les quatre racines^ rangées par ordre de 
grandeur, appartiennent alternativement à l'une et à l'autre 
équation. 

Supposons maintenant R < 0. Dans ce cas, on ne sait pas 
a priori quels sont les signes des discriminants ^ac — ô% 
iaV — b'^. Supposons ces discriminants négatifs. On a, avec 
les mêmes notations que précédemment, <p(ar,)'f (arj) > 0, et 
Xj, oPa, a?!, a4 vérifient Tun des quatre systèmes d'inégalités 

Xi < xl < xi <Xi, ar; < a?i < ar, < xi, 

X\ <^ X2 ^^ «Tj *^^ X^j X\ ^Z^ Xi'^^ Xi ^^ â?g. 

Ainsi, entre les deux racines de chaque équation il y a ou 
deux racines de l'autre. 

104. Dlficusslon de réquatlon 

ax^ -h bx-i-c = m{a'x^ -h b'x -+- c'). 

Posons-nous la question suivante : Quelles sont les valeurs que 

CLX^ ~4~ bx \ c 

prend la fraction -y-^ ^,, (a'^fiO), lorsqu'on donne 

ax "T" X 4" c 

successivement à x toutes les valeurs possibles, et combien de 

fois prend-elle chacune d'elles ? 

Pour y répondre, nous résoudrons l'équation 

aj7'^ -4- ^a? H- c __ 
^*^ a'x^^-\-b'x + c'^ '^' 

et nous chercherons quel est, suivant la valeur de m, le nombre 
de ses racines. Or les racines de l'équation (1) sont celles de 
l'équation 

(2) ax"^ -^ hx -^^ c — m{a'x^ -h b'x -+- c') = 

qui n'annulent pas a'x^ -f- b'x -+- c'. D'ailleurs une racine de (2) 
qui annule a'x^ -h b'x -t- c' annule ax^ -^ bx + c. Supposons 
R 9^ 0. Alors aucune racine de (2) n'annule a'x^ -\- 6'a:4-c', 
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et le nombre des racines de (2) est le nombre de fois que la 
fraction prend la valeur m. 

L'équation (2) ordonnée s'écrit 

(a — ma')x^ "^ (^ — m//jx -h c — me' = 0. 

Pour qu'elle ait des racines, il faut et il suffit qu'on ait 

<p(m) = 4(a — ma'){c — me') — (6 — m//)* < 0, 
ou 

(3) Am« -4- 2Bm 4- C < 0, 

avec 

A = 4aV — b'\ B = -- (2ac' -t- 2a'c — 66'), C = 4ac — 6*. 

Pour résoudre l'inéquation (3), il faut se demander 1" si le tri- 
nome Am' 4- 2Bm -h G a des racines; 2® quel est le signe de 
A, c'est-à-dire de 4aV--6'*. Le discriminant du trinôme 
Aw2 4- 2Bm 4- G est 4(AG — B*) = 16R. 
Distinguons deux cas principaux : R > 0, R < 0. 

1"* R>0. — Alors on sait que A est négatif. AG — B* 
étant positif, l'inéquation (3) est vérifiée quel que soit m. Donc, 
quel que soit m, l'équation (2) a deux racines distinctes : si l'on 
donne à x toutes les valeurs possibles, la fraction prend deux 
fois toutes les valeurs. 

Il y a exception pour la valeur particulière — ;- . Pour cette 

valeur de m, l'équation (2] n'est plus du second degré : elle 
devient 



\ a J a 



d'ailleurs le coefficient de x n'est pas nul, sans quoi on aurait 
ab' -—db = 0, d'où R = — ((«/ — a'c)*, et R ne serait pas 
positif. Donc la fraction prend une fois et une seule la valeur 
a 
'd' 

2* R < 0. — Ce cas se subdivise en trois autres, car A 
peut être positif, négatif ou nul. 
A > 0. — Soit m', m* (m' < m") les racines du trinôme 



■ .' v^ — ^^ '» 
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Am* + 2Bm + C. Les valeurs de m satisfaisant à Tinéqua- 
tion (3) sont les valeurs comprises entre m' et m'. Pour m = m' 
ou m = m", on a Am* -h 2Bin -f- C = 0. Ainsi , pour 
m' <C m < m', l'équation (2) a deux racines distinctes ; pour 
w < m' ou m >> m% elle n'a aucune racine ; enfin pour 
m = m! ou m = m\ elle a deux racines égales. Si donc on 
attribue à x toutes les valeurs possibles, la fraction prend deux 
fois chaque valeur comprise entre m' et m'; elle prend une 
seule fois chacune des valeurs m', m" ; enfin elle ne prend 
aucune valeur inférieure à m' ni aucune valeur supérieure 
à m' : m! est la plus petite des valeurs prises par la fraction, 
m" la plus grande. 

Les valeurs de x pour lesquelles la fraction est égale à m! ou 
à m* sont respectivement 

b--m'bf , b^m'ô' 

ar = — — — r > or = — 



2(a — mV) 2(a — mV) 

Proposons-nous de former une équation du second degré ayant 
a/ et x^ pour racines. On a 

"^ ■" 2(a - m'a') " ^ — m'A' ' 

en vertu de l'égalité 

4(a - m'a'){c - mV) - (6 - m'b'f = 0. 
Donc 

200/ H- 6 = m'(2aV ■+• A'), 

^x' + 2c = m'(6V-l-2c'): 
j/ satisfait donc à l'équation du second degré 

{2ax H- b){b'x -h 2c') = (2a'a: -t- //')lAx H- 2c) ; 

x'' satisfait également à cette équation, qui répond à la ques- 
tion. 

Ici encore, nous avons supposé m^—f Voyons combien 
de fois la fraction prend la valeur — j-» D'abord, si aU — a'b est 



^•s'-*"»*™ 
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^ 0, la valeur -7 est comprise entre m' et m", car on a 



Kv)=-('-v'')'<»- 



d 
D'ailleurs, pour m = -7-5 l'équation (2) s'abaisse au premier 

degré. Donc la fraction prend une fois et une seule la valeur — ;- • 

Si maintenant ab'—a'b = 0, la valeur —r est écale à wi' ou 

a 

à m". D'ailleurs , pour wi.= -7 ? le premier membre de 

l'équation (2) se réduit à c jd^ qui est ^zfiO, sans quoi 

R serait nul, ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc, dans ce 

CL 

cas, la fraction ne prend jamais la valeur -7. 

A <; 0. — Les valeurs de m vérifiant l'inéquation (3j sont, 
cette fois, les valeurs inférieures à m' et les valeurs supérieures 
à m". Pour m==m' ou m = m", on a Am*-f- 2Bm -+- C = . 
Ainsi, pour m<imf ou m > m\ l'équation (2) a deux 
racines distinctes ; pour m' <im <i m', elle n'a aucune 
racine; pour m = m' ou m = m", elle a deux racines 
égales. Si donc on donne à x toutes les valeurs possibles, la 
fraction prend deux fois toutes les valeurs inférieures à m! et 
deux fois toutes les valeurs supérieures à m", une fois chacune 
des valeurs m', m" ; enlin elle ne prend aucune valeur comprise 
entre m' et m\ Les valeurs de x pour les([uelles la fraction est 
égale à m' ou à m" sont encore 

O^m'b' „ b-m'b' 



2(a — mVi') 2(a — mV) 

a 
Enfin considérons la valeur —7. Si ab' — db est 96 0, on 

a 

CL CL 

a, soit —7 <C m'^ soit — ;- > m\ et la fraction prend une seule 
a CL 

fois la valeur —7 • Si ab' — o!h = 0, la valeur —7 est égale 

a! a' ^ 

à m' ou à m", et la fraction ne prend jamais cette valeur. 
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A = 0. Dans ce cas, on ne peut pas avoir B = 0, sans 
quoi R serait nul. Supposons, pour fixer les idées, B < 0. 
L'inéquation (3) se réduit au premier degré : 

2Bm -i- G < 0. 

Q 

Soit m' la racine, — -^y du binôme 2Bm -h G. Les valeurs 

de m satisfaisant à l'inéquation précédente sont les valeurs 
supérieures à m'. Ainsi, pour m > m', Téquation (2) a deux 
racines distinctes ; pour m < m', elle n'a aucune racine ; 
pour m = m\ elle a deux racines égales. Donc, quand x 
prend toutes les valeurs possibles, la fraction prend deux fois 
toutes les valeurs supérieures à m', une fois la valeur m', et ne 
prend aucune valeur inférieure à m' : m' est la plus petite des 
valeurs de la fraction. La fraction est égale à m' pour 
_^^ 6 — m'b' 

^"~ 2(a— mW)' 

On voit comme précédemment que, si ab' — a'b est ^zfiO, 

on a —7- > m\ et que la fraction prend une fois la valeur 

a CL 

— r ' Si ab' — a'b est = 0, la valeur — -;- est égale à m', 
a a 

et la fraction ne prend jamais cette valeur. 

Enfin, si nous avions supposé B > 0, nous aurions trouvé 

que la fraction prend toutes les valeurs inférieures ou égales à 

Q 

m', mf étant égal à — -3^ : m' eût été la plus grande des 
valeurs de la fraction. 



IL - ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS RÉDUGTIBLES 

AU SEGOND DEGRÉ. 



105. Équation bicarrée. — On appelle ainsi toute équation 
du quatrième degré, à une inconnue, qui ne renferme que des 
puissances paires de Tinconnue. Une pareille équation peut donc 
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I être mise sous la forme 

ax* 4- 61' H- c = 0, 
sons-nous de résoudre cette équi 
iérons d'abord le cas particulie 
t. L'équation est alors 
aar* 4- bx* = 0, OU a: 

écompose en a;' = 0, qui a de 
= 0, qui a deux racines égali 

It 

lucunc racme, suivantque 

^ a 

>sons maintenant que b soit n 

on est alors ax*-[-c = 0. Elle 
it de même signe, et, si a et c si 

let deux racines, ± W 

, lorsque A et c sont nuls à la f 
= 0; elle admet quatre racines 
9ns au cas général, où a, A, c e 
9nt de même signe, il est évidentt 
;ine (telle est, pare xemple, l'équa 
c n'ont pas le même signe, et si 
t', elle admet aussi la racine — 
les deux nombres a;', x* non op 
cines les deux nombres — x", 
, elle n'a pas d'autre racine, une 
e pouvant avoir plus de quatre r 
emarqucs faites, supposons qu( 
G nombre a/ ; alors l'équation 

ay^-\-by-hc = 
■a la racine positive y =1 x'^. P 
jne racine positive, l'équation (1 
ier, si l'éqnation (2) n'a aucun 
las non plus, 
sèment, soit y' une racine pos 
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racines de Téquation. x" = y' sont des racines de l'équation ( 1) . 
On voit ainsi que le nombre des racines de (1) est égal au 
double du nombre des racines positives de (2). 

Or, pour que Téquation (2) ait une racine positive et une 

c c 

seule, il faut et il suffit que — soit négatif. Ainsi — < est 

CL a 

la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation (1) ait 

deux racines et pas plus. Ces racines sont, en supposant a > 0, 



V 



2a 



Pour que l'équation (2) ait deux racines positives, ou, ce qui 
revient au même, pour que l'équation (i) ait quatre racines, il 
faut et il suffit qu'on ait : 

4ac-ft«<0, — >0, -.A>o. 

a a 



Ces racines sont 



s/- 



-b±y/V 



!kac 



2a 



Pour qu'elles soient distinctes, il faut que 4ac — b^ ne soit 
pas nul. Lorsque ïac — b^ est nul, l'équation (1) admet deux 

racines doubles, ±v/ Dans tous les autres cas, elle 

V 9/1 



^9 



n a aucune racme. 



Exemple : Quel est, suivant la valeur de X, le nombre dos 
racines de l'équation a?* — 2Xa?2 -h > '' -f- 2X — 3 = ? 

Un calcul déjà fait nous montre : 

1® Que, pour que l'équation admette deux racines et deux 
seulement, il faut et il suffit que Ton ait — 3 < X <; -}- 1 ;, • 

2*» Que, pour qu'elle admette quatre racines, il faut et il sufîii 

3 
que l'on ait 1 < X < -3- • 

Voici le tableau qui résume la discussion : 



Equations héocctibles au 





— 3 




-t 




aucune 
raciae 


2 
rsciDM 
nulUe 


2 
-ncinu 


2 r«Ln«Ei 
nnllM 
2 latrcs 

= ±^2 


4 



106. Plus généralemenl, soit propos( 
{1} oj'" -i- 6a:" + c = 

n étant un entier positif supérieur k 
précède m ment, on est conduit à résoud 

{i) ay^ + by + c = { 

Si l'équation (2) n'a aucune racine, l'ét) 
plus. Si l'équation {i] a des racines y', 
tion (1) sont celles des équations r 
est pair, le nombre des racines de (1} t 
des racines positives de (2); si n est 
de (2) correspond une racine et une sei 
a deux racines, comme l'équation (2). 

Plus généralement encore, soit à réso 

(1) a\f{x)]- + tfu) + c 
f{x) étant un polynôme. On considérei 

(2) a;/» + fij/ + c = 
Si elle n'a aucune racine, l'f^'quation (1 
l'équatioa (2) admet des racines y', y 
tion (1) sont celles des deux équations 

(3) /■(») = y: A') 

Un saura donc résoudre l'équation (1 
étiuations (3). C'est ce qui arrivera, en | 
que f{x) sera un polynôme du second 

107. Signe du trinôme bivan-é. — L' 

(i) ai' + 6i*H-c I 

[jorte le nom de trinôme bicarré. Propc 
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signe suivant la valeur attribuée à x. Pour cela, mettons-le 
sous la forme 

(2) ay^ -hby-hc 

en posant or' = y, et distinguons trois cas : 

1** Le trinôme (2) n'a aucune racine. Ce trinôme a alors le 
signe de ■+■ a, quel que soit y : donc le trinôme (1) a le signe 
de H- a, quel que soit x. 

2* Le trinôme (2) a une racine double, — - — Ce trinôme 

za 

a alors le signe de -+- a, quel que soit y, sauf pour y = — 3-? 

valeur pour laquelle il s'annule. Si — — est < , x^ n'est 

b 
jamais égal à — 5- > et le trinôme (1) a le signe de 4- a quel 

<iue soit a?; si — ^ est > 0, a?' devient égal à — — pour deux 



valeurs de X, 4-v/ — — ®^ — v — 5"' le trinôme (1) a donc 

^ za ^ za 

le signe de + a, quel que soit a?, sauf pour a? = iti V/ — -- , 

▼ za 

valeurs pour lesquelles il s'annule ; si enfin on a — — = 0, 

ce qui entraîne c = 0, le trinôme se réduit à ax*" et a tou- 
jours le signe de h- a, sauf pour ar = 0, valeur pour laquelle 
il s'annule. 

3° Le trinôme (2) admet deux racines distinctes y\ y" {y' <; y"). 
On a, dans ce cas, 

ay^-hby'hc = a{y — y'){y — /), 
et par suite 

aa:* -f- éar* -h c ^ a{x^ — y'){x^ — y") . 

Supposons d'abord y'<iO<iy"; alors le facteur x^ — y' 
est positif quel que soit x ; quant au facteur x^ — y% il est 
négatif pour les valeurs de x comprises entre — v^, -h s/y^, 
et positif pour les autres valeurs de x. Donc le trinôme (1) a le 
signe de -+- a pour les valeurs de x inférieures à — ^ ou 
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Supposons d'abord iq — p* < : alors le trinôme 
admet deux racines j/', y", et Ton a 

j/* -h py -H î = (y — y')(y — y")» 

d'où a?* -4- px* 4- 7 ^ (a?* — y'){^^ — y'). 

Soit maintenant ^q — jo* > 0; alors q est positif, et Ton a 

a?* 4- pas* -4- 9 ^ (a:* -h ^q)^ — (2v/y — p)a:*. 

D'ailleurs 2^q — p est positif : cela est évident si p est 
négatif ou nul, et, si p est positif, cela résulte de l'inégalité 
49 > p*. On a donc 

ar* -+- px^ -4- ^ = (a?2 + Z^)» — [\/2)/q — p x]' 

= (ar* — y/i^q—px-h ^q){x^ -^ V^^v^? — p a? -h V^î). 
Exemples : x* — 1 ^ (x* — l)(x* -h 1), 
X* 4- 1 = (a?» + !)• — 2x* = (x*— v/2x-h i)(x» -h •'îx-t- 1), 
x*4-x«-4-i =(x«-hl)» — x2 = (x2-|-a?-+-l)(x» — xH-1). 

109. Question d*arithm6iique. — Reprenons le cas oii l'équa- 
tion 

ax*+6x'-hc = 0, «9^0, 

admet quatre racines distinctes : 

4ac — 6»<0, — >0, ^>0. 

a a 

Les expressions des racines positives sont 

A et B désignant les nombres positifs — — et — — 

Si les nombres a, &, c sont rationnels, les nombres A et B le 
sont aussi ; mais le nombre v^B^ est, en général, irrationnel. 
Voyons si l'on ne peut pas, dans ce cas, ramener le calcul de 

V A it: ^B^ au calcul de plusieurs racines carrées de nombres 
rationnels. 
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rationnels x et y satisfaisant à l'équation (2). Or, d'après la 
remarque préliminaire, si deux nombres positifs et rationnels 
X et y vériiient l'équation (2), ils vérifient le système 

B 

(3) a?-hy = A, ^'î/ = y ^ 

si donc il existe des nombres répondant à la question, ces nom- 
bres sont les racines de l'équation 

(4) Z* — AZ-h|-==0. 

11 faut donc, pour que le problème soit possible, que A' — B 
soit positif; mais cela ne suffit pas : il faut en outre que 
yA* — B soit rationnel. Cette double condition étant supposée 
remplie, l'équation (4) admet deux racines positives et ration- 
nelles constituant une solution de l'équation (1). On prendra 
pour X l'une quelconque de ces racines, et l'autre pour y. 

Ainsi, pour que le problème soit possible, il faut et il suffit 
que A^ — B soit positif et que v^A* — B soit rationnel. Le 
problème admet alors une solution unique : 



v/i^ = v^^f^v s/ 



A — A' — B 



Remarques. — 1** Cette formule est encore vraie quand 
A* — B n'est pas rationnel, et même quand A et B ne sont 
pas rationnels, pourvu que A* — B soit positif; mais alors elle 
n'a pas d'intérêt pratique. Du reste, si l'on n'assujettit pas x et 
y à être rationnels, l'équation (i) a une infinité de solutions. 

2o II n'existe pas de nombres positifs rationnels x, y tels ([ue 

v/A-+-V'B"= ^x — ^y: 
car ces nombres vérifieraient l'équation 

X-\'^B = x-hy — ijxy, 
ce qui, d'après la remarque préliminaire, est impossible. 

111. Deuxième problème. — X et B étant deux nombres posi- 
tifs et rationnels donnés vérifiant l'inégalité A > v^B ou 
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réquation 



\/A — •¥ =i ^Ix-k-y/y . 



112. ApplicationB : Considérons l'expression y 10 db 2^8. 
On a A = 10, B = 20, et par suite A* - B = 80; or ^SO 
est irrationnel, donc la transformation n'est pas possible. 

Mais si on prend l'expression y/s ±: v/S, on a A = 3, B == 5, 
et par suite A* — B = 4, \/À* — B = 2. La transformation 
est donc possible : 



v/3ï;^ = \/'-T^ ^ \/ V = \/I =^ \/^ 



2 V 2 V 2 

Revenons à l'équation bicarrée, dans le cas où elle a quatre 
racines distinctes. Ses racines positives sont 



sj-k^s/ 



'b* — Aac 
4a« 



On a, dans le cas actuel, 



"^ = -2^ 



B = 



6* — 4ac 



A« — B = 



a 



Pour que la transformation soit possible, il laut que y ~ soit 

rationnel. Cette condition étant supposée remplie, les racines 
sont données par la formule 




-±-s/l 



2a 



a 



Cette formule donne encore les racines quand y — est irra- 
tionnel, et même quand a, 6, c sont irrationnels, pourvu que 

c b 

les nombres b^ — 4ac, — > soient positifs. 

a a * 



113. Équations réciproques. — Soit 

{ 1) floX~ -h aja?"»"» -+- Ojar^-* H h a^-^x^ -¥ a^^^x + a„ = 



iUATlONS RÉDUCTIBLES AU SECOND DEGl 

1 entière de degré m. Nous dirons qu 
jroque si l'on a les égalités 



)n a les égalités 

flO) Oin-l ^ "ij <^m-% ^ Ou 

est pair, a„ = 0. 

cilement que si un nombre «', différ 

t telle équation, le nombre — r en e 

une équation réciproque de degré in 
ent la racine -<- 1 ou la racine — I ; i 
iiproque de degré pair, dans laquelle le 
extrêmes et des ternies équidistants d 
), admet nécessairement les racines + 1 
ns résoudre les équations réciproques < 
■é. 
re l'équation 

ax* M- ix* + ij + a = 0. 
m peut s'écrire 

a(x'4-l) + 6x(H-!) = 0, 

Ile se décompose dans les deux suivanU 

ar -H 1 = 0, 

I racine — i, et 

oar* M- {é — a)i 4- a = 0, 

)roque et du second degré. Pour que c 
des racines, il faut que l'on ait 

— a)*^0. ou (é-(-û)(3a- 

je b ne soit pas compris entre — a et 
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2° Résoudre l'équation 

ax* + bx* — bx — a = 0. 
Nous l'écrirons 

a{x' — ^)-hbx{x—^) = o, 

ou 

(x-l)[a{x*-i-x + l} + bx] = 0. 
Elle se décompose dans les deux suivantes : 

x-1 =0, 
qui admet la racine + 1, et 

ax* + ia-i-b)x-+-a = 0, 
qui est réciproque et du second degré. 
3° Résoudre l'équation 

ax* + bx^ -+ ex* + bx ~i- a = Q. 



Écrivons-la 










a(i* + l) + A(j 


^ + x)^cx*-. 


Elle équivaut à la suivante : 








<--^)- 


.(.-. 


^)- 


Prenons comme inconnue auxiliaire 






x + 


1 




Nous aurons 










1 

a;' + — 


= !/•- 


i. 


el l'équation devient 








a(y'-2)- 


Hôy-t- 


= 0. 



ay" + by -i- c — 2a = 0. 
Si cette équation en y n'a aucune racine, la proposée n'en a pas 
non plus. Supposons que cette équation en y ait des racines 
y', y'. Alors il restera à résoudre les équations 
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qui est réciproque et du quatrième degré, et qu'on sait résoudre. 
On résoudrait d'une manière semblable l'équation réciproque 



qui admet la racine + 1 . 

Pour terminer, indiquons comment on doit s'y prendre pour 
résoudre une équation de la forme 

or* •+■ èx^ ■+■ ex' + bkx + aft' = 0. 

Cette équation équivaut à 



On prendra 

k 

comme inconnue auxiliaire, et on aura 
jt' 

d'où 

a{i/' — 2A;)-f-iy + c = 0. 

Si cette équation du second degré en y n'a aucune racine, la 
proposée n'en a pas non plus. Si elle a deux racines t/, y', 
les racines de la proposée seront celles des deux équations 



= V- 



Soit, par exemple, à résoudre l'équation 



b = -. 



Elle équivaut à la suivante : 

Ai' + ix' - 6&x' - 4x + A = 0. 
C'est une équation de la forme précédente, avec k = 
posera donc, pourlarésoudre, x = y. 



a d'équations RÉDLCTIBLËS 4D secos 

d'équations réductibles an seco 

partagerons en trois catégories les 
>□£ à deux inconnues que nous allô 
ME. — Une équation est du premier 

lE. — Une équation e»t du premier de- 

ur au tecond. 

lE. — Lei deux équations sont du seco 

STStèmes de'la première catégorie. 

t résoudre le système 

y = mx-\-n, 

ax^ -(- bxy -*- cy' 4- (/x + ey -i- /" = ) 
upposé, ce qui est éyidemment légitii 
legré résolue par rapport à y. 
: équiraut au suivant : 
nx + n, 

■<ir + /-+(fix + e)(mj;H-n) + c(mx- 
quation (2) est de la forme 
Aj:* + Bj;-hC = 0. 
d'abord A ?^ 0. Si 4AC — B» 
ition (2) n'a aucune racine, et le sy 
alution. Si 4AC — B* est < 0, la i 
ux racines i*, x", et le sj^stème (i) ai 



aintenant ce qui arrive pour A = i 
;conde é<|ualion (2) est du premier c 
ne 5-. Le système (!) admet l'u: 



•-"■r. 
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Si enfin A et B sont nuls simultanément, ou bien C n'est pas 
nul, et alors le système n'a aucune solution ; ou bien C est nul, 
et alors la seconde équation est conséquence de la première : 
il y a une infinité de solutions, l'inconnue x pouvant être 
choisie arbitrairement. 

116. Voici maintenant quelques exemples simples de systèmes 
rentrant bien dans la première catégorie, mais qu'il est préfé- 
rable de résoudre sans faire usage de la méthode générale. 

i*^ Exemple, — Résoudre le système 

(1) x-hy = a, ^V = ^'» 

Il s'agit, autrement dit, de trouver deux nombres dont on 
connaît la somme a et le produit b. Nous savons que ces deux 
nombres, s'ils existent, sont les racines de l'équation 

(2) ar* — ax-f-i«>« = 0. 

Si 4^* — a* est >0, il n'y a aucune solution; si W — a^ 
est < 0, l'équation (2) a deux racines x', or", et le système 
admet les deux solutions 

X = x'j y = ^'' et a? = .r", y = x', 

a 
qui n'en forment qu'une, ar = y = — » lorsque 46'^ — a* 

est =0. 

2* Exemple. — Résoudre le système 

(3) x — y = a, xy = hK 

On ramène ce système au précédent en prenant pour incon- 
nues x et — y : 

^ + (-!/) =«» xx{—y) = —bK 

X et — y sont les racines de l'équation 

(4) x^— oar— //^ = 0. 

Soit x\ af les racines de cette équation. Le système (3) admet 
les deux solutions 



X = X , j/ = — X et X = x\ y = — x 
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raie, on trouverait une équation en x qui ne serait que du 
premier degré. 



Systèmeg de la deuxième catégorie. 



117. Mettons, comme précédemment, l'équation du premier 
degré sous la forme y = mx-\-p. En remplaçant y par 
mx + p dans Tautre équation, qui est de degré n, on obtient 
une équation en x qui est au plus de degré n. A toute racine x' 
de cette équation correspond une solution, x = a/, y = mx'-hp 
du système proposé. 

Voici deux exemples rentrant dans cette catégorie, mais que, 
comme les précédents, nous résoudrons sans faire usage de la 
méthode générale. 

/*' Exemple. — Soit à résoudre le système 

(1) x-i-y = fl, x'-hj/^=A'. 

Mettons la seconde équation sous la forme 

(x 4- yY — 3xy{x + y) = 6*, 

et remplaçons-y x + y par a. Il vient 

a« — Saxy = 6', 
d^où 

a»— 6» 



■ j>i 



xy = 

On est ramené au système 
(2) x-^y = ar 



3a 



xyz= 



a^ — b^ 
3a 



déjà étudié. Si Ton appliquait à cet exemple la méthode géné- 
rale , on obtiendrait une équation en x du second degré 
seulement. 

2* Exemple. — Soit à résoudre le système 
(3) a:H-y = a, x*4-y* = 6*. 

Mettons la seconde équation sous la forme suivante : 
(x* -H y^y — 2x«y« = 6* ou [{x -h y)* - 2ary]* — 2xY = ^S 



à 
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puis remplaçons-y a; 4- y par a, et posons, po 
xt/ = : ; nous aurons 

(4) 2ï' — h:aH + a' - ** = 0. 

Si cette équation (4) n'a aucune racine, le système (3! 
solution. Soit z une racine de l'équation (4) ; il lut o 
deux solutions du système (3), pourvu que l'équatioi 

j^ — aa;-H3 = 
ait des racines, ou que 4:: — a^ soit négatif ou i 
nombre de solutions du système (3) est égal au 

nombre de racines de (4) vérifiant l'inéquation i < 
Or soit f(i) le premier membre de (4). On a 

6' > — r- est donc la condition nécessaire et suDisai 

le système (3) admette deu\ solutions ; elles seront 
la plus petite racine de l'équation (4). Il est imposs 

racines de (4) soient l'une et l'autre inférieures à -; 

5 

somme 2a' est supérieure à -3-- Donc, en résu 
tëme (3) admet deux solutions ou n'en admet auci 
que 6* est supérieur ou inférieur à -3-- 



STstémes de la troisième catégorie. 

118. Soit le système 

S or* + bxy 4- cy* -1- (ic -H ey + /" = 0, 
a'x' + b'xy + c'y' + d'j + c'y -(-/■' = 
Examinons d'abord le cas particulier oîi run< 
lions (1) ne renferme pas de terme en i' ou en y*. 
parexemple, c = 0. Alors, en résolvant la premii 
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par rapport à y, et en remplaçant y par son expression 
dans la seconde équation, on substitue au système (i) le système 
équivalent 

^ ^ (afx^-i.d'x-\-f'){bx'\-ey-{b'X'^e'){bx^e)[aj:^'^dx^f) 

-hc'iax^-^dx-^f)^ = 0. 

La seconde équation (2) est au plus du quatrième degré, et le 
nombre des solutions du système (1) égale le nombre des racines 
de cette équation. Si on sait la résoudre, on saura résoudre le 
système proposé. 

Pour ramener le cas général à ce cas particulier, on ajoute 
membre à membre les équations (1), après avoir multiplié 
par & les deux membres de la première et par — e les deux 
membres de la seconde. On obtient ainsi une équation pouvant 
remplacer Tune ou l'autre des équations (1) {c& i^é: 0), et ne 
renfermant pas de terme en y^ . 

119. Comme exemple, nous résoudrons le système 

(1) ar« 4- 1/2 = a», xy = b^{b:ptO) 

d'abord par la méthode générale, ensuite par une autre méthode 
plus symétrique et plus simple. 
1*» Le système (i) équivaut au suivant : 

b^ 6* 

(2) y = — » a:» + -— = a* ou x* — a^x^ -h 6* = 0. 

Sous la seule condition 46* — a* < 0, ou 26^ — a^ ^ 0, la 
seconde équation (2), qui est bicarrée, admet quatre racines, 
deux positives : 



= ^-2±^lp^ et X" = y/« 



2 __ ^^4 _ 4^4 



et deux négatives, — a?' et — x\ Par conséquent, le système 
(i) admet les quatre solutions suivantes : 
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Il vient 

= ~ [A» -t- 26» ± /a' -46'] 

De même, les trois autres systèmes en lesquels se décomj 
nous donneraient les solutions 



1. En supposant que l'équation x' + px + q= ail deux 
distinctes, montrer que, quel que soit X, l'équation 

x' + px + q + X(2i -t- p) = 
a aussi deux racines distinctes. 

3. L'équation 

(*— fl)(6 — X) — (T-c)' = 0, o<c <6, 

•dmet deux racines distinctes. 

S. L'équation 

{l +<r'i[x-a){x -b)-{x -0' =0 (=9^0), 

admet deux racines. Ces racines sont distinctes si a, b, c ne sont 
trois ëgaûi ; elles sont égales si a= b= e. 

4. Discuter, suiTant les valeurs de "k, les racines des équations sul 

p,_i|iF>_2(),_2)x — {7i + l)= 0. 

5. Discuter les racines de l'équation 

(X _ i)x' - 2(). - a)ai - (X + 1) = 0, 



EXERCICES 

aniËre que l'équation nlt deux racines ^, x' liées par 



nés de l'équation 



(l_2)^-2)ur-l > 0. >^< -^ — \-2. 

étermlner II: de façon qu'on ait, quel que soit x, "™' ~ 

3 rayons de deux cercles, d la distance des centres, 
josltlon relaUve pour qu'on ait, quel que soit x, 
B> -H [d* - (B' ■+■ K'\]x + R-' > ? 



nlère que i'équntlon 

t l'autre <3. 'X<~ï <; 



i valeur de \, combien chacune des équatioi 
± ^\x^ - 1 =1-2 A V - 1 

± ^ix+l± ■J'x + X = 1. 
± -J x — i ± ^ 1 — 3x = 2. 






., ,...e.^ 
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10. Étant donné Téquation du second degré f(x) = 0, faire les transformn- 

1 X — a a?-+- 1 
tiens y = a: H » y = -r 1 y = —• Condition pour que les 

X p ^~ X X ^"" 1 

racines de la première transformée soient égales. — Au moyen de la seconde 
transformée, trouver la condition pour que f(x) ait une racine uni(iiu' 
comprise entre a et p. — Montrer que les racines de la troisième trans- 
formée sont opposées si ceUes de la proposée ont un produit égal à 1 . 

17. Discuter les racines de Téquation 

^ (lU — i)x* — 2Î^4- 1 = 0, 

et déterminer X de manière que cette équation ait deux racines x\ x^' lires 

par la relation ^ ^ 

3x'x" = 2x^-x". ^«.0 

18. Classer, suivant la valeur de X, les racines des deux équations 

oî' -h Xr — 1 = 0, op* — a; — 1 = 0. 

19.' On donne les deux équations 

* a?» — 5aî-HX = 0, ar* — 7j?-h2X = 0, 

et on demande de calculer X de façon qu'une des racines de la scromle 
équation soit double d'une des racines de In première. 

90. Condition pour que les deux équations en t : 

a(i -h t*) = 2(, &(i -+- n = 1 — t* 

aient une racine commune. La condition étant supposée remplie, on 
demande de calculer la racine commune. 
Même question pour les deux équations 

X "* et 
- 21. Comment faut-il choisir a pour que la fraction -5 — puisse 

prendre toutes les valeurs possibles ? à ^ Si.^ 9 

CLX -^ b 

i,.22. Déterminer a et 6 de façon que les valeurs de -3 — r- soient les 

X^ ~T~ 1 

Taleurs comprises entre -+-4 et — ! . L ^ - ^ 'a - V. _ ^ 

— ^ "*-- '*^ ~\^ ■•» -» p -^ ^ 

33. Discuter Téquation 

Çk — 2)x' - 2{\ -4- 3)a?« -+- X — 1 = 0. 

94. Déterminer X de façon que les quatre racines de Téquation 
*" a?» — (3X-+-5)a;«H-(X-hl)» = "a - ^ 

soient en progression arithmétique. 
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35. a' étiut plus grai 

en consi<lémnt x* et c 
les valeurs niusl trouTéi 
ordinaire. 



v7- 



Résoudre les sysU 



S7. Résoudre les syst 



Discuter par npport & 
■ 38. Résoudre le systèi 



SB. Résoudre les gysti 



Discuter ptu' rapport à '. 



120. On appelle i 
ramène à la résoluti( 
d'une <5quatioD ou ' 
Commençons par qu 

EhlOBLÈXES A U^E L' 



PROBLÈMES A UNE INCONNUE l&'-i 

tomber, sans vitesse initiale, une pierre au fond d'un puits. On 
entend le bruit qu'elle fait en heurtant le fond un temps '6 
après le commencement de la chute. Quelle est la profnndAiir 
du puits ? — On connaît la vitesse « du son et l'accéléi 
due à la pesanteur. 

Soit r la profondeur du pulls. Le temps se coi 
1" du temps ( de la chute ; 2° du temps i' que me 
à remonter le puits. Or on a 



.2£.. Aw. ,„./5; 



2 






d'où ' = v — : X = vt'^ d'où 



L'équation du problème est donc la suivante ; 

Elle est de la forme 

Q n'étant que du premier degré. Le nombre des solut 
égal au nombre des racines de l'équation 

qui vérifient l'inéquation ar < «6. Or soit f{x) le ] 
membre de l'équation {%] ; on a 

«»•) = -"• 

et, comme le coefficient de x' est positif, l'équalion Ci 
racine et une seule inférieure à tA. Cette équation ordot 

gx' — iv{gO + o)x ■+■ gu'6' = 0. 
Sa plus petite racine a pour expression 



9 9 

Telle est la profondeur du puits. 



v-M 



121. Partage d'une droite en moyenne et extrême rai 
On donne sur une droite deux points A, B (AB =: a). 



FHOBLÈ» 

Lte droite un poin 



Bnait pour încon: 



B » ara 
siS! 
1 par exemple, el 
•du vecleup AC, 
us que le point ( 
irait 
1, AC> BC 

deux nombres J 
çatif, et l'on doit i 

ÂC'-f 

ÏC = T, Â 

i du problème est 
■» + a{i-a) = ( 
L deux racines di 
y a donc deux po 
le A, l'autre G' i 



ve facilement, en 
les points C et C 

ici maintenant d 
m nues : 

' «xemple. — Cal 
it son périmètre ! 
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On a à résoudre le système 
(i) a?-i-j/ = p, ar* -i- j/2 = d*. 

Nous ayons vu que ce système équivaut au suivant : 



2 



x-hy = p, xy=z SL^ 

X et y sont donc les racines de Téquation 

»2 — d^ 

Pour que le problème soit possible, il faut qu'on ait 
2(pî — rfî) — p2 ^ 0, ou p2 _ 2d* < 0, 

ou 

(p + rfv/2)(p-rfv^2")<0, 
ou simplement 

p — rfv'f < 0, 

car le facteur p h- d^2 est positif. Cette condition nécessaire 
n'est pas suffisante : il faut encore que les deux racines de 
l'équation (2) soient positives. A la condition précédente il faut 
donc joindre la condition 

p^— rf2>0, ou p>d. 

Ainsi, pourvu qu'on ait 

(3) rf<p<dv/2, 

le problème admet une solution et une seule. Les côtés du rec- 
tangle ont pour expressions 

-i [p -h v/23^^:^] , -^[p-m'-p'l 

Pour p = rf\/T, le rectangle est un carré de côté — — . 

D'ailleurs d\l 2 est la plus grande valeur que puisse prendre p. 
Donc, parmi tous les rectangles de même diagonale, celui qui a 
le plus grand périmètre est le carré. 
En écrivant ainsi les conditions de possibilité du problème : 
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on voit que, de tous les rectangles de même périmètre, celoi 
(|ui a la plus petite diagonale est le carré. 

123. Deuxième exemple. — Calculer les côtés d'un triangle 
rectangle dont le périmètre est ip et dont la surface égale colle 
d'un carré de côté donné a. 

Appelons a?, y, z les côtés inconnus, z étant l'hypoténuse. On 
a à résoudre le système 

(i) X -h y -+- z = 2p, xy = 2a% x^-j-y* = z*. 

Si nous connaissions z, nous serions ramenés à calculer deux 
nombres dont la somme et le produit sont donnés. Or, en écri- 
vant la dernière équation (i) sous la forme 

(^4-y)' — 2xj/ = z«, 

puis en y remplaçant a? h- y par 2p — z et j;y par 2a', 
nous voyons que z est racine de l'équation 

(2p — z)« — 4a« = z*, 

ou p^ — px — a* = 0, 

d'où 



(2) 
Dès lors on a 



a:-hy = 



P 



de sorte que x, y sont les racines de l'équation 

/)' + a* 



(3) 



w 



p 



u 



2a* = 0. 



Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit l*' que 
z soit positif; 2* que l'équation (3) ait des racines; car, si ces 
racines existent, elles sont sûrement positives. Pour que la 
valeur (2) de z soit positive, il faut et il suffit que p' — «- 
soit > 0, ou que p soit > a. Pour que l'équation (3) ait des 
racines, il faut et il suffit que l'on ait 

8a^p^ — (p« -h a^)« < 0, 
ou 

(2a/> /Sr H- p« H- a^){iap /T — p« — a«) < 0, 
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OQ simplement 

Le premier membre de celte inégalité est un triDome 
degré en p qui prend une valeur positive pour p = 
il a des racines, et a est compris entre ces racines. 
l'uDique condition de possibilité du problème est q 
supérieur ou égal à la plus grande racine : 

(4) p>a(/2+l). 

C«tte condition étant supposée remplie, le problème a 
solution unique. Les valeurs de x, y sont 

^[p*-^-a*-h v'(p' + a*)'— 8p»a'], 

[p* + a» - /(p"-t-aY-8p*a']- 

Pour p = a(/2 -j-1), on a un triangle rectang 
dans lequel chaque côté de l'angle droit est égal à 
2aVT(/2 + l} ^^^ 
2a(/ï + l} 
D'ailleurs a(/î-hl) est la plus petite valeur qi 
prendre p. Ainsi, de tous les triangles rectangles de n 
l^ce, celui qui a le plus petit périmètre est le triangle i 
En écrivant ainsi la condition (4) : 

on Terrait de même que, de tous les triangles rectanj 
un périmètre donné, celui qui a la plus grande surf 
triaogle isocèle. 

134. Voici enfin des problèmes à une inconnue con 
des discussions plus longues. Nous les partagerons en dei 

Premidre elasw da problôines. 
Supposons l'inconnue x assujettie à vérifier l'équati' 



ésigne 
: inféri 
e à ëti 
! maDJ 
k certa 
utres 1 



imbres 

le pri 

lit 

uniqu< 

le prc 
\ultani 
c~b' 

cients 
du pn 

X pai 
néquat 
! limiU 
don u 
ion, 01 
lions. 
tre qu( 
t deux 

aucut 
ïmune 
l'une I 
le ces i 
li sont 
], on ] 
irquabl 
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bien, X étant comprise entre deux consécutives de ces valeurs, 
le problème admet de solutions. Cela s'appelle discuter le pro- 
blème par rapport à X. 

125. Premier exemple. — Soit AB un demi-cercle de rayon R. 

Trouver sur le diamètre AB un point C tel 
que, CD étant la demi-corde perpendiculaire 
à AB, la somme AC + CD ait une valeur 
■^ donnée /. Discuter le problème par rapport 
kl. 

Prenons pour inconnue x la longueur AC. On a 

CD = v/a:(2R — x), 
de sorte que Téquation du problème est 

X -h /ar(2R — ar) = /. 
Elle est de la forme 

P4-v/Q=0. 
Ses racines seront donc celles de Téquation 

(/-_a?)« — x(2R— a') = 0, 

dont nous désignerons le premier membre par f{x)^ qui véri- 
fient Tinéquation 

/ — aî>>0 ou X <^l. 

Nous avons bien affaire à un problème de la première classe, car 
les conditions 0<ar<2R, fournies par la géométrie, sont 
sûrement remplies par toute racine de l'équation f[x) = : 
xi étant une telle racine, on a, en effet, 

j?,(2R--xO = (/-x,)S 
d'oïl 

x.(2R-xO>0, 
et par suite 

< j-i < 2R. 

Ceci posé, appliquons la méthode générale. On a, dans le cas 
actuel, 

a = 2, /'(0 = -/(2R-/). 



.-VI 



190 



PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ 



Pour que le problème admette une solution unique, il faut et il 
suffit qu'on ait 

— /{2R-Z)<0, ou /<2R. 

Pour qu'il en admette deux, il faut et il suffit, le trinôme f\r^ 
ordonné s'écrivant 2x' — 2(R + ï)x + /' , qu'on ait simulta- 
nément : 

R-f-/ 



2/« — (R 4- /)* < 0, 



-/(2R-/)>0, 



</. 



La première de ces inéquations, mise sous la forme 

(/^TH-R-h/)(//Sr — R-/)<0, 
donne 

/<R(/2"h-1). 
La seconde donne 

/>2R. 

La troisième enfin donne la condition { > R, qui est une 
conséquence de la précédente. Restent les deux conditions 

/<R(/ï-+-i) et />2R, 

qui ne sont pas incompatibles, puisque 2R est inférieur à 

Rlv/T+l). 

En résumé, on a le tableau suivant, ou ^ désigne la plus 
petite racine de f[x) et ocf la plus grande : 

Rtv/I" -4- 1) 








2R 




a?' = 

convleot 

seule 


1 
soIuUoD 

3f 


J?' = R 
X" = 2R 


2 
solations 



iif = iir 



toeaoe 
solatioQ 



Remarque, — Au problème précédent se rattache la question 
que voici : en quel point G de AB faut-il mener la perpendi- 
culaire à AB pour que la somme AG h- GD soit la plus grande 
possible? Le point répondant à la question est à une distance 

Ry/T 

—5— du point A ; il est facile à construire géométrique- 



R 



ment. 



f 
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126. Deuxième exemple. — Sur les quatre côtés d'un carré 
comme bases, extérieurement à lui» on construit des triangles 

isocèles égaux dont les côtés 
égaux ont pour valeur p. Déter- 
miner le côté X du carré de ma- 
nière que l'octogone ainsi obtenu 
ait pour surface a*. Discuter 
par rapport à a*. 

On voitimmédiatementquel'aire 

de cet octogone a pour expression 

X v/4p* — x*. L'équation du 




problème est donc 



xK 



X {kp^ — x^ = a* — 

On sait que les racines de cette équation sont celles de l'équation 

x*(4p« — x«) = (a« — ar«)* 

qui vérifient l'inéquation or* < a*. Or cette dernière équation 
est bicarrée. Pour la résoudre, prenons pour inconnue auxiliaire 
^ = y> et résolvons Téquation du second degré 

(«*-y)'-y(4;''-y) = o, 

dont nous désignerons le premier membre par f{y) . Cette équa- 
tion a le même nombre de racines positives que Téquation 
bicarrée. La géométrie nous apprend que l'inconnue x doit 
satisfaire à la condition x < 2p, et que, par conséquent, l'in- 
connue y doit satisfaire à la condition y < 4p* ; mais on 
voit aisément, comme dans l'exemple précédent, que toute 
solution de l'équation f{y) = satisfait à la double condition 
0<!/<4p*. En définitive, le nombre des solutions du 
problème est égal au nombre des racines de l'équation 

■f{y) = 

qui vérifient l'inéquation 

y < a\ 
Ici on a 

/-(a») =— a2(4p« — a»), 
et, comme le coefficient de j/* dans f{y) est positif. Tunique 



PROI 

pour qu'il 

4/»* — a' 

le f{y) ord 

[u'il y ait d< 
ment : 

'+.■)•< 

tre de ces li 

e donne 

ne donne I; 
( la précède 

)inpatibles, 
mé, on a le 



plus petitf 
ir y et par 
\ie. — Au I 
: quel côté 
inu en COI 
socèles don 
de surface 
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Deuxième classe de problèmes. 

427. Supposons maintenant que Tinconnue x soit assujettie à 
satisfaire à Téquation ax^ -h Ax -i- c = 0, [az^ 0), — dont 
nous désignerons le premier membre par /(x), — et, en outre, 
à être d'une part supérieure à des nombres a, a', a", . . . , d'autre 
part iniérieure aux nombres fi, ^\ ^\ .... Soit a le plus grand 
des nombres a, a', (i\ . . . , et p le plus petit des nombres 
^, ^', ^% ... (*). Le problème n'est'évidemment possible (jue si 
Ton a a < p. Cette condition étant remplie, il y a autant do 
solutions (pie de nombres x vérifiant récjuation 

l\.v) = 
et la double inéquation 

ûc < or < ^. 

En appliquant des résultats connus, on arrive aux énoncés 
suivants : 

Pour qu'il y ait une solution et une seule, il faut et il suffit 
que l'on ait 

(1) A»)/"(P) < 0. 

La solution unique est d'ailleurs la plus petite racine, a/, de /(.r), 
ou la plus grande racine, x\ suivant que le produit af{oi) est 
positif ou négatif. 

Pour qu'il y ait deux solutions^ il faut et il suffit qu'on ait 
simultanément les cinq inégalités 

(2) 4ac~6»<0, a/'(a)>0, af(?)>0, ^<-'^<^- 

Comme précédemment, on discute le problème par rapport à 
la donnée X en résolvant par rapport à cette donnée, d'abord 
l'inéquation (1), puis le système des inéquations (2). 



(') Les nombres a, a', a', ... dépendent des données. 11 peut arriver 
que le plus grand de ces nombres ne soit pas toujours le même ; que. par 
exemple, ce soit a pour certains systèmes de valeurs des données, et que, 
pour d'autres systèmes, ce soit a. De même, il peut se faire que le plus 
petit des nombres îi, ^', ^", . . ne soit pas toujours le même. 

COB ET RIBM. — TRAITÉ D'ALGÈBRE 13 
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128. Exemple. — Soit une droite D 
cercle de rayon R. Sur celte drt 




les points d'intersection de D" avec le < 

d'intersection avec AB, AC, la somn 

valeur donnée k^ ? Discuter le problèm 

Il est facile de trouver l'équation du ] 

L'équation cherchée est donc 

36RM2R-ar)H-a»(3R-x)' 

L'inconnue x doit satisfaire en outre 

< I < 2R : 

c'est donc bien à un problème de la 

alTaire. 

Kn désignanl par f{x) le premier 
précédenle, on a 

f{(i) = mw — k% f{i] 

Pour que le problème admette une : 
il suflit qu'on ait 

inéquation du second degré en A* qui 

TT <*■<«' 

Supposons remplie cette double condi 
petite racine de f(x) et r" laplusgra 



«pwvvi^ 'wm' ■■ 
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positif. Si donc le coefficient de ar' dans f{x), a* — 36R*, est 
positif, on a 

< or < 2R < ar^, 

ei la racine a/ seule convient; si a* — 36R' est négatif , on a 

a/ < < x' < 2R, 

et c'est la racine af qui convient. 
Le trinôme f{x) ordonné s'écrit 

(a*— 36R*)ar»— 6R(a* — 12R*)x + 9RV — **)» 

et, pour que le problème admette deux solutions, il faut et il 
suffit qu'on ait simultanément : 

(i) («2 — 36R*)(a2 — A*) — (a2 — 12R2)2 < 0, 

(2) (a* — 36R*)(a2 — ^«)>0, 

(3) (a«~36R«)(a2 — 9A-2) > 0, 
a\ ^ . 3R(a^-~i2R2) ^ 

Considérons les inéquations (4), qui ne renferment pas k*; la 
seconde peut s'écrire 

3R(fl» — 12R^) — 2R(a« — 36R^) R(a2 4-36R^) 

a*-36R* ^" a2-36R^ ^ 

•On doit donc avoir a* < 36R^ Dès lors la première donne la 
•condition a* < 12RS qui entraine la précédente. 

Les inéquations (2) et (3) donnent ensuite A*>a*, 

a» 
i:* > -g-; il suffit de garder la condition k'^ > o^ 

Enfin l'inéquation (1) est du premier degré par rapport à 
A*; le coefficient de A:* dans le premier membre est >>0 : 
l'inéquation aura donc lieu pour les valeurs de k^ inférieures 
ou égales à un certain nombre A. 

En résumé, on doit avoir 

a2<12R% Â;2>aS Â'^ < A. 

€es deux dernières conditions ne sont compatibles que si a* est 
inférieur à A. Or, rappelons-nous que k*<X est la condi- 
tion pour que f{x) ait deux racines distinctes, pourvu que 
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: 36H^ Pour A 



fiR' 



= B. Elles sont disti 



Donc a^ est inférieur à A £ 
', o' ^ 12R*, qui sont rem 
1' < i2R». 

onnement est très utile dans 
ras actuel, l'inégalité a'^ < . 
'expression de A, à savoir 

(a^-12RV + a'(3l 
36K»-a^ 

inié, on a le tableau suivant 
ino de f{x) et j:' la plus grau 



a' 

9 




n' 


x'=2n 


solutioii x". 
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EXERCICES 



1. Étant donné un can-é de côté a, on prend, sur les côtés de ce carré, 
à partir de chaque sommet, et dans le même sens, des longueurs égales 
à X. Les extrémités de ces longueurs sont les sommets d'un nouveau 
cîirré. Calculer x de façon que ce nouveau carré ait une surface donnée S. 





2. On donne deux côtés 6, c d'un triangle; calculer le troisième côté x 
de façon que le triangle soit équivalent au triangle équilatéral de côté x. 
On supposera 6 >• c et on discutera par rapport à b. Trouver les angles 
du triangle correspondant h la plus grande valeur possible de b. Solution 
géométrique. 

3. Étant donné un cercle de rayon R 
et deux tangentes rectangulaires Ox, Oy, 
mener une tangente PQ telle que le 
cercle soit inscrit dans le triangle OPQ 
et que le périmètre de ce triangle 
soit égal à 2p. Discuter. On prendra 
pour inconnues AP = x, BQ =_y. ^ 

4. Calculer les côtés d'un triangle isocèle connaissant la médiane et la 
hauteur issues d'un des sommets de la base. 

5. Étant donné un demi-cercle de rayon R limité par un diamètre AB, 

trouver, sur le prolongement de OA, un 
point S tel que, en menant de S la tan- 
gente ST, la surface latérale du cône 
engendré par ST plus cinq fois la surface 
de la zone engendrée par Tai'c TB, quand 
on fait tourner la figure autour de AB, 
soit égale h 2zR?n. 

6. Une sphère de rayon a est posée sur un plan. Un cône de révolution 
dont le rayon de base est R et la hauteur 2a repose sur le même pliin. 
A quelle distance a? du plan donné faut-il mener un plan parallèle pour 
que les portions du cône et de la sphère comprises entre les deux plans 
soient équivalentes ? 

> 

[^ Calculer les côtés dun triangle connaissant son périmètre 2p, le 
produit de deux côtés, w', et sachant que les médianes relatives à ces 
côtés se coupent à angle droit. 




EXERCICES 

S. ËUnt donDé un 
dont les eûtes sont 
l'hypoténuse, un poil 
les perpendiculfllres 
l'angle droll, et si ( 
du triangle, les c*rr 
l'bexagone MFGBED i 
par rapport k f. 

LB. Ëtant donné un demi-ce 
un point U du demi-cercle 
lu parallèle MP JL AB, enQi 
ÂMV HPV râ* ait une vi 




C, la somme SÏN -k PQ soit égali 



ne un triangle ABC ; trouver un pi 
[ue ks trois angles BOC, COA, AOB 
OA = X, OB = tf, OC = =. 
retrouver les résultats donnés par 1 

AA' = a, BB' = 6 les bases d'un 
.' = c ; on prend sur A'B' le point I 



.1er la suilhce du triangle A.MB; 
.1er le volume engendré par ce triai 

miner o, b. c de manière que l'nn^ 
riangle AMB ait une Taleur donné 
le triangle AHB ait une valeur dont 



ner les dimensions x, y d'un rectani 
'il engendre en tournant autour de ] 
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laire à la diagonale AG ait une valeur donnée 2icm^, et de manière qu e le 
Tolume qu'il engendre en tournant autour de AK, parallèle & BD, ait une 
Taleur donnée 2im*. 

Application : m* = 780, n' = --~ . 



14. Calculer les côtés de Tangle droit rr et v et Thypoténuse z d*un 
triangle rectangle, connaissant : i» le volume, -r- ica', engendré par le 
triangle en tournant autour de Thypoténuse ; 2" la somme des volumes , 
-T- ic^', engendrés par le triangle en tournant successivement autour des 

deux cAtés de Tangle droit. 

U4 
Application numérique : a* = -— - » 6' = 84. 

5 

15. Calculer la hauteur x et les deux bases y et z d'un trapèze rec- 

tingle, connaissant : !<> le quatrième côté, ( ; 2^ Taire du trapèze, a* ; 

4 
30 le volume -^ iilP engendré par le trapèze en tournant autour du qua- 

trième côté. Discussion. 

Exemples : / = a, l =z 3a. 

16. Étant donné deux axes rectangulaires x'x^ y'y qui se coupent en 
et un point A sur la bissectrice de Tangle ocOy (OA = a/2")» mener par 
A une droite telle que, B et G étant les points de rencontre de cette droite 
avec x'x et y'y, BG ait une longueur donnée U 

On prendra pour inconnues 55 = a?, ÔC = y, et on discutera par rap- 
port à /. Construction géométrique. 

17. Soit x^y un angle droit; soit A et B deux points situés sur Ox : 

OA = 24a, 08 = 2 la. On considère le demi- 
cercle décrit sur OA comme diamètre, et on 
demande de trouver sur ce demi-cercle un point 
M tel qu'en menant MC perpendiculaire sur Oy, 
la somme MB -+- MC soit égale à une longueu r 
donnée {. 

18. Soit A et B deux points ûtués sur une demi-droite Qx: OA = AB =. a. 

Déterminer sur Ox un point G tel que la 
5 J J 2 X somme ou la différence des longueurs des 

tangentes menées de aux cercles qui ont 
pour centre le point C et pour rayons GA et CB soit égale à une longueur 
donnée. 

19. Soit OAB un triangle rectangle en ; soit AA', BB' les bissectrices 
intérieures des angles aigus A, B. On demande de calculer les côtés 




X. OB = j/, AB = z de ce tri 
a, OB' = 6, et de démontrer le 

supposant entiers tes nombres n, 
nussi entiei-s, il Taut et il suffit q 

le aptg — pl(2p — g)m, rnutt'eéln 

H sont des nombres entiers positifs 
2p>9> 



^"T^ 
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GÉNÉRALITÉS SUR LES FONCTIONS 
FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 



129. Supposons qu'on ait réparti tous les nombres rationnels, 
positifs ou négatifs, ainsi (|ue le nombre zéro, en deux classes, 
et cela de manière que : 1** tout noml)re a de la première classe 
soit moindre que tout nombre a' de la seconde classe; 2"" il n'y 
ait, ni dans la première classe de nombre supérieur à tous les 
autres, ni dans la seconde classe de nombre inférieur à tous les 
autres. Dans ces conditions, il existe un nombre irrationnel (et 
un seul) supérieur à tous les nombres a et inférieur à tous les 
nombres a'. 

En effet, si zéro appartient à la première classe, supprimons, 
dans celte classe, tous les nombres négatifs ; il restera une sépa- 
ration en deux classes de Tensemble des nombres rationnels 
positifs, séparation qui délinit un nombre irrationnel positif a. 
Ce nombre répond à la question, et il est le seul. 

Si, au contraire, zéro appartient à la seconde classe, suppri- 
mons, dans cette classe, tous les nombres positifs, puis changeons 
les signes de tous les nombres restants et échangeons les deux 
classes. Nous obtiendrons encore une séparation en deux classes 
de Tensemble des nombres rationnels positifs, délinissant un 
nombre irrationnel positif a. Le nombre négatif — a répond 
à la question, et il est le seul. 

Soit a, ù deux nombres (pielconques. Appelons a, p deux 
nombres rationnels respectivement iniérieurs h a et k b, et 
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rationnels respectivement supérieurs à a el 
-4- b est évidemmeDt supérieur à tous les 
t inférieur à tous les nombres i' + ^. 

tout nombre rationnel y moindre que 
le d'un nombre rationnel moindre que □ el 
nel moindre que b. Il existe, en elfel, deui 

I, ^ tels qu'on ait 



7<"-l-P, 

■!--<?■ 
>nc la somme du nombre rationnel a < n 
nnel y — " < P < ^- C'est ce qu'il faliail 

même que tout nombre rationnel i supc- 
la somme d'un nombre rationnel supérieur 
rationnel supérieur & b. 

•approchée d'un nombre a à — pris, p«' 

itJer positif), la plus grande fraction ayant 
p et pour numérateur un nombre entier 
qui ne soit pas supérieure à a ; de sorte 

nérateur, on ait la double inégalité 

p p 

titc fraction ayant pour dénominateur p e\ 
n nombre entier qui ne soil pas inférieure 
lion, ia valeur approchée de a à — ftéf, 
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130. Si à chaque nombre entier positif n on fait correspondre 
un nombre »>, on dit que u„ est une fonction de la variable 
entière et positive n. Soit w» une telle fonction. Supposons qu'il 
existe un nombre u possédant la propriété suivante : quel que 
soit le nombre positif t, il y a un nombre entier positif >* tel 
que 

soient compris entre u — î et u + i. En d'autres termes, 
l'inégalité n >■ >- entraîne la double inégalité 

w-«<w,<« + S 
ou encore l'inégalité 

|u. -«!<.. 

On dit alors que u„ tend vers une limite quand n augmente indé- 
finiment. Le nombre u s'appelle la limite de u„ pour n infini ; 
on dit encore que u„ tend vers u quand n augmente indéfini- 
ment. D'après cette délinition, si u„ tend vers w, u„ — w tend 
vers 0, et réciproquement '*'. 

Supposons maintenant que, quel que soit le nombre positif A, 
il existe un nombre entier positif r tel que 

soient en valeur absolue supérieurs à A. En d'autres termes, 
l'inégalité n > r entraîne l'inégalité 
I "» i > A. 
Od dit alors que u„ augmente indéfiniment en même temps que 
n ". Dans ces conditions, il peut arriver que, à partir dimo 
«naine valeur de n, u„ ait constamment le même signe : si 



(') Celle déânitlon est ifgilime, cnr on volt aisément qu'il no peut [ 
eilst«rdeu\ nombres « el e possédnnt In propriété énoncée. 
I') Dans ce cas, 11 est impossible que u. (ende vers une limite. 



^.. "iliHfllWFW^ - ' '" ^' " *>wv 
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c'est le signe -h, m» augmente indéfiniment par valeurs posi- 
tives; si c'est le signe — , «n augmente indéfiniment par valevn 
négatives. 

S/, n augmentant indéfiniment^ w„ /enrf vers w, aUn {a étant 
un nombre quelconque) tend vers au. C'est évident si a est 
égal à 0. Supposons a 9e 0. Soit e un nombre positif quel- 
conque. Il existe, par hypothèse, un nombre entier positif r 
tel que TinL^galité n^ r entraine l'inégalité 

Wn — « I <C "1 — r ' ou I au« — aw | <C s. 

a 



C'est dire que aw„ tend vers au. 

Si u„ augmente indéfiniment en même temps que n, il en est 
de même de au^, pourvu que le nombre a soit :pt 0. Soit A ud 
nombre positif quelconque. Il existe, par hypothèse, un entier 
positif r tel que l'inégalité ny>r entraîne l'inégalité 

I « I 
Donc aun augmente indétiniraent en même temps que n. 

Si M„, Vm Wn tendent respectivement vers w, v, w, la somme 
w„ 4- Vn -h Wn tend vers u-^v -hw. Soit e un nombre posi- 
tif quelcomjue. Il existe, par hypothèse, un entier positif r tel 
que l'inégalité n >• r entraîne les inégalités 

h'n - W I H- I t;„ — t; I -h I 2f „ — U' I <e, 

et par suite 

I l'/i -4- Vn 4- H\ — {u-hV-+- tv) \ <^ \ U„—U \ -^ \ Vn — V\ 

-+- I ?6'„ — «; I < 2. 

C'est ce (ju'il lallait démontrer. 

Dans les mêmes conditions, la somme au,, -h ôo„ -+- c/c„ 
(a, b, c étant des nombres ([uelconques) tend vers au -h ^y -h cic- 

131. Soit uj, U2, U3, ... les valeurs d'une fonction u„ de la 



. \ *a!*«iaitkMiifa&;;a 
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variable entière et positive n pour les valeurs i, 2, 3, ... de 
la variable; la suite de ces valeurs s'appelle une série, 
"i> ^u «3? . . - sont les termes de la série ; u„ en est le terme 
général. La somme S„ des n premiers termes est une nouvelle 
fonction de n. Si, n augmentant indéliniment, Sn tend vers 
une limite S, la série est dite convergente^ et le nombre S 
s'appelle la somme de la série. Dans le cas contraire, la série 
est dite divergente. 
Les deux séries 

\1) Wl, Mj, . . ., u„, . . ., 

[i) aiii, aui, .. ., aun, . . ., 

a étant un nombre non nul, sont de même nature, c'est-à-dire 
sont toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes. Car, 
S, et S« étant les sommes des n premiers termes de ces deux 
séries, on a 

Z„ = aS„ , d'où Sn = 

a 

Si donc, n augmentant indéfiniment, S„ tend vers une limite S, 
-I, tend vers une limite égale à aS ; réciproquement, si In tend 

V 

vers une limite S, S„ tend vers une limite é^ale à — La 

a 

convergence de la série (1) entraîne donc celle de la série (2), 

et réciproquement; par cela même, la divergence de la série (1) 

entraîne celle de la série (2), et réciproquement. 

Considérons plusieurs séries convergentes : 

Wij Mj, «3, . . . , Un: . . • ; 

t?i, Uî, «3, . . . , u„, ... ; 



-^it U, V, ... leurs sommes respectives. La série 

tt'i, Wi, Wz, . .., Wn, . . ., 

avec 

^t convergente et a pour somme U + Vh . En effet, si 

ï'on appelle U«, Vn, . . . , Wn les sommes des n premiers termes 
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de ces séries, on a éviden 
W„ 
n croissant indéfiniRienl 
vers U, V, ... : don( 
' U + V + .--. 

On conclat de ce qui p: 
le,, u 
avec 

M'i. ■■ 

(a, b, ... étant des nomi 
pour somme oU + è\ - 

i32. Voici un ttiéorèm 

. de cas, de reconnaître qu 

Le terme général v„ 

quand n augmente indéfi 

Car on a, en appelant 

et S la somme de )a sérî 

«„=S„ — S„ 

Soit i un nombre posilil 

un nombre entier positif 

I 
Supposons M > r+ 1, 

is„-si<, 

et par suite 

I w, l< I S, 

ce qui démontre le Ihéor 

Ainsi, toutes les fois q 

augmente indéfiniment, 

génie. 

133. Si les termes d'un 



^i>4> m.r' 



^rrw^ 
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ne vont jamais en diminuant et restent inférieurs à un nombre P, 
le terme général tend vers une limite A au plus égale à P. 

On a, par hypothèse, 

W, < Ws < 1/3 < . . . < Wn < . . . > 

et 

w«<P 

quel que soit n. Le théorème est évident dans le cas particulier 
oîi. à partir d'un certain rang, tous les termes de la série sont 
égaux. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Partageons l'en- 
semble des nombres rationnels en deux classes de la manière 
suivante : nous mettrons dans la seconde classe tous les nombres 
supérieurs à ti„ quel que soit n; tels sont tous les nombres 
rationnels supérieurs à P. La première classe contiendra les 
nombres rationnels restants : chacun d'eux est inférieur à un 
certain terme Un de la série et à tous les termes suivants. Tout 
nombre de la première classe est évidemment inférieur à un 
nombre quelconque de la seconde. Il n'y a pas, dans la pre- 
mière classe, de nombre qui dépasse tous les autres : car, quel 
que soit le nombre rationnel « de cette classe, il y a un terme Un 
de la série qui lui est supérieur, et alors tout nombre rationnel 
compris entre œ et u„ appartient aussi à la première classe. 

Si, dans la seconde classe, il y a un nombre plus petit que 
tous les autres, nous désignerons ce nombre par A. Dans le cas 
contraire, appelons A le nombre irrationnel supérieur à tous 
les nombres de la première classe et inférieur à tous les nom- 
bres de la seconde classe. Nous allons démontrer que le nombre 
A satisfait aux conditions de Ténoncé. 

D'abord A est au plus égal à P, sans quoi tout nombre 
rationnel compris entre P et A appartiendrait à la première 
classe comme inférieur à A et serait supérieur à u,, quel que 
fût n, ce qui est contradictoire. Ensuite ce nombre A est supé- 
rieur à tous les termes de la série, car s'il était inférieur à 
l'un d'eux w„, tout nombre rationnel compris entre A et Un 
appartiendrait à la seconde classe comme supérieur à A tout en 
étant inférieur à u„. Enfin w„ tend vers A lorsque n augmente 
indéfiniment : car, quel que soit le nombre positif e, il existe 
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un nombre rationnel a compris entre A — e et A; ce nombre 
appartenant à la première classe, tous les termes de la série 
à partir d'un certain rang lui sont supérieurs, et ces termes 
diffèrent de A de moins de t. 

On démontre d'une manière analogue que, si les ternies d'mt 
série ne vont jamais en augmentant et restent supérieurs à un 
nombre Q, le terme général tend vers une limite B au moins 
égale à Q. 



134. Si, dans une série à termes tous positifs, la somme S. 
des n premiers termes reste inférieure à un nombre lixe, la 
série est convergente, d'après le théorème précédent, car S, 
augmente en même temps que n. Dans le cas contraire, S^ 
augmente indéfiniment avec «, car, quel que soit le nombre 
positif A, il existe un nombre entier positif r tel cfue S^ soit 
plus grand que A; dès lors, les nombres S^+i, Sr+s, ... seront 
tous plus grands que A. 



I ' PROGRLS$IO\S ARITHMÉTIQUES 



135. Nous allons étudier deux classes simples de séries : les 
progressions arithmétiques et les progressions géométriques. 

Une progression arithmétique est une série dont chaque terme 
s'obtient en ajoutant au précédent un même nombre appelé 
raison. 

Il suiîit, pour déterminer une progression arithmétique, de 
s'en donner le premier terme a et la raison r; dès lors, le 
"i^ terme est égal à a -f- ?% le 3® est égal à a -h 2/*, . . . , le 
«'' est égal à a -h (« — 1)/-. 

Comme exemples de progressions arithméti<|ues, citons la 
suite des nombres entiers 

1,2, O, •••,71, ••■, 

la suite des nombres pairs 

tty 'z , vl, • • • , Alt y • • • , 
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ia suite des nombres impairs 

1,3,5, ...,2n— 1 

Les termes d'une progression arithmétique v 
en croissant si la raison est positive, constan 
saDi si la raison est négative. Dans le premiei 
sion est dite croissante ; dans le second cas, ell 
saute. 

Le terme gfînéral u„ est constamment i5ga 
pst nulle; il augmente indëfinimentavcc n si 
njjle, et cela par valeurs positives ou par v 
suirant que la raison est cllc-mèmc positive 
efel, soit A un nombre positif quelconque 

rinégalilti a+{n — l)r>A sera vériliée pou 

et si r est <0, l'inégalité >h-{h — 1)î-<- 

pour ît>- 1-^. La seule progrès; 

i|ui soit une série convergente est donc celle c 
néraeiU a = 0, r = 0. 

136. Considérons maintenant une progrès; 
limilée; appelons a, b, c, . . ., h, k, l ses ( 
soit n le nombre de ces termes. Proposons-n( 

l'iigalité 



-+-A-1-A-1-/ 



.(" 



A cet effet, remarquons que la somme de 
conquei équidislants des termes extrêmes est ég 



lermei extrêmes. Ainsi on a : 




b = a + r, k=l-r. 


d'où 


c = a + i.; k=l-ir, 


d'où 


cl ainsi de suite. Cela étant, si Vo 


pose 


a: = a + 6 -H c -1- 


■-\-k 


on a aussi 




x = l~^.k~^.h-h 


■ -t-c 


COI ET MBM. — THAITi D'aLGÈBRI 





+-;)+(6 + A) + (c + /i)H H(A+c)-H(A+6j+(i+a)- 

second membre, les n sommes entre parenthèses soni 
a + /; on a donc 

îx=ia-hl)», d'où X = ^~!)^. 

iquant cette formule aux deux progressions 
1, 2, 3, .... n; 
i, 3, S, .... 2n — 1, 
lue : 
somme des n premiers nombres entiers est égale è 



somme des n premiers nombres impairs est égale à n'. 

nsérer n moyens arithmétiques entre deux nombres a el 
ormer une progression arithmétique de n -+- 2 termes 
extrêmes soient a et £. Là raison r de celte progns- 
'ournie par l'équation 

i = a-i-(ii + l)r, d'oli r = ~ , 

gression cherchée est la suivante : 
b — a b — a b — a 



-1 ^ » + !■ 

-a , 

ï — 1 et la progressK 



"" 2 - 2 ' 
rquoi on appelle moyenne arithmétique de deux no 
i-somme. Par extension, on appelle moyenne an 
1 nombres le quotient par n de leur somme. 
b,c, ..., k, i une progression arithmétique de 
si l'on insère n' — 4 moyens entre a et i, i 
mtre 6 et c, ..., n' — i moyens entre k et 
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n progressions arithmétiques ainsi obtenues n'en formeront 
qu'une, car le dernier terme de chacune d'elles est le premier 
terme de la suivante, et leurs raisons, 

b — a c — h l-- k 

n n n 

sont égales. Cette progression unique comprendra nn* — i 
termes entre a et /; on voit donc que, pour insérer nn! — i 
moyens arithmétiques entre deux nombres a et ô, on peut com- 
mencer par insérer n — 1 moyens arithmétiques entre ces 
deux nombres, et insérer ensuite n' — 1 moyens arithmé- 
tiques entre deux termes consécutifs quelconques de la progres- 
sion obtenue par la première insertion de moyens. 
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138. Lemme. — Soit a un nombre plus grand que — i et 
différent de zéro, et n un entier positif plus grand que i ; on a 
l'inégalité 

(i) (l-+-a)«> l-+-na. 

En effet, cette inégalité est évidente pour n = 2, puisque 
(1 4- a)* est égal à 1 -+- 2ï + a' et que «^ est plus grand que 
zéro. En multipliant les deux membres de l'inégalité. 

(i -h ût)2 > i H- 2x 

par le facteur positif !-+-«, on obtient 

(l-4-a)3>(l-h2a)(l-4-a), 
OU (l4-a)3->l_^3aH-2a2, 

et a fortiori 

(l-hflt)»>l-f-3a, 

puisque 2a> est > 0. 

On étendra de même la propriété au cas de n = 4, n = 5, ... 

Théorème. — L'expression ç", où q est un nombre différent 
de ±1^ et n uti entier positif y augmente indéfiniment en même 
temps que n, si q est en valeur absolue supérieur à l^ et tend 
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i zéro quand n augmente indéfiniment, si q est en valeur 
alue inférieur à 1. 

upposons d'abord | 7 | > I, at désignons par a le nombre 
ilif \q\—l. On a 

I 9" I = (1 + »)"> 
lar siiile, en verlu du lemme prëc^dent, 

I y| >!+»"■ 

r que I 7" I soit > A, il suffit que 1 + m soit >A 

j\ I 

que n soit > Ajoutons que, si q est n^tif, q" 

positif ou n(!gatif, suivant que n est pair ou impnir. 
upposons maintenant \ q \ <,i. Si 9 est nul, ç" est nul 
1 que soit n. Si q n'est pas nul, appelons a' son inverse — - 

i , /. 

é<|UI- 

t donc à celle-ci : | ç'" | >> — • et nous venons de voir 
q'" augmente indélinimcnt en même temps que ». 

Î9. Un appelle progresiion géométrique une série dans 
iclle chaque terme est égal au précédent multiplié par un 
eur constant. Ce facteur est la raison de la progression, 
our déterminer une progression géométrique, i! suffit desen 
ncr le premier terme a et la raison 5 : le 2* terme est dî's 
égala aq, le 3' à aq*, ...,1e h' à aq"''. 
ans le cas particulier oit les nombres a cl q sont positifs, 
i les termes sont positifs. Ils sont tous égaux à a si 9 est 
à 1 ; ils vont constamment en croissant si q est plus grand 
1, et la progression est dite croissante; ils vont constam- 
it on décroissant si q est plus petit que i, et la progression 
litc dt'croissaiite. 

cvenons au cas général, et supposons a^O, q:?tO. Xoi 
ns chercher ce «[ue devient le n« terme, aq'^^, quand 
mente indéfiniment. Si d'abord q est supérieur aie 

ur absolue, aq"-^ == — xg" augmente indélintment ei 



i 
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même temps que n. Ajoutons que, si q est positif, aq^~^ a 
constamment le signe de a, et que, si q est négatif, aq^~^ est 
alternativement positif et négatif. — Si maintenant q est infé- 
rieur à 1 en valeur absolue, aç"~* tend vers zéro quand n 
augmente indéfiniment. — Enfin, pour ^ = 4- 1, oç""* est 
égal à a, quel que soit n; pour g = — 1, aq^~^ est alterna- 
tivement égal k -ha et à —a. — Ainsi, pour | ^ | > 1, la 
progression est une série divergente; nous verrons tout à l'heure 
que, pour | ^ | < 1, elle est une série convergente. 

140. Calculons la somme Sn des n premiers termes, en sup- 
posant 7 92^ 1 (pour 9 = 1, S« est égale à na). On a 

Sn = a -H aqr 4- a<7* H hoî**"*, 

qSn = aq -\- aq^ -{ h a?**"* -+- aç". 

En retranchant membre à membre ces deux égalités, il vient 

{q — i)Sn = aç"— a, 
d'où la formule 

9 — 1 
On peut récrire ainsi : 

9—1 

et comme aq"'^ est le dernier terme de la somme Sn, on voit 
que la somme des termes d'une progression géométrique limitée 
dont le premier terme est a, dont le dernier terme est /, enfin 

dont la raison est 9, a pour expression -^ — --- C'est cette 

formule qui est la plus commode dans la pratique. 

Nous pouvons maintenant montrer que, si 9 est inférieur à 
1 en valeur absolue, S„ tend vers une limite S quand n croît 
indéfiniment^ et que l'on a 

a 



S = 



1-9 



(*) Cette formule peut encore s'établir en remarquant que Ton a 

S» = a(l-t-g-i-g'-f-... -h g"-*), 
et que l-f-g-+-ç*H hg"~*' est le quotient de g* — 1 par g — 1. 
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)rnioiis en effet la différai 

S — S 

tend vers zéro quand 
îndvers S, 

outons que la différence 
1 si q est positif, tandis c 
'cment positive et négati 

S par valeurs constamr 
t supérieures à S, suivam 
cond cas, S» tend vers S 
•es et supérieures à S, 

i. Insérer n moyentgéo 
a et bi c'est former une ] 
es positifs dont les ext: 
,ive 9 de cette progressio 

s = .,-, 
)rte que la progression eh 

1 particulier, pour n 
cession se réduit à la suii 



v: 



: pourquoi on appelle moi 

tifs la racine carrée de 

eniie géométrique de n n 

produit. 

lit a, à, c, . .., k, l une | 

1 termes tous positifs ; 

les entre o et b, n' — 
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et c, . . . , n' — 1 moyens géométriques entre k et /. Toutes 
les progressions géométriques ainsi formées ont même raison, 
car on a 



y a y b V 



Elles ne forment donc qu'une seule progression commençant 
par a et finissant par /, et comprenant nn' — i termes entre 
a et /. Ainsi, pour insérer nn' — i moyens géométriques 
entre deux nombres positifs a et /, on peut commencer par 
insérer n — 1 moyens géométriques entre ces deux nombres ; 
après quoi on insère n' — 1 moyens géométriciues entre deux 
termes consécutifs quelconques de la progression obtenue après 
la première insertion de moyens. 



EXERCICES 



1. Des égalités 



1 



n(n -h 1) n n-h 1 

1 _ i^ r 1 1 1 

n(n +-l)(n-+-2) ■" 2 [n(wH-l) (n-+-l)(n-h2jj ' 

1 1 r 1 1 "1 

conclure que les séries dont les n<^'"«' termes sont 

1 1 1 



n{n -h i) n{n H- \){n -4- 2) n(n -+- l)(n -h 2){n -+- 3; 

sont convergentes. Trouver leuri sommes. 

n* -h on -h tf 

2. On pose Un = rrr^ — r?;^ rr : il existe un système et un 

n{n -h i){n h- 2)(n -+■ 3) 

seul de trois nombres A, B, G tels qu'on ait, quel que soit n, 

A B C 

«« = -: 77-^-: rr ;r--+- 



n{n -h 1) n(H-h IXn -f- 2) n(n -+- 1)(» -4- 2)(/i -t- 3) 

Conclure de là que *la série dont le terme général est Un est conver- 
gente, et trouver sa somme. 

3. Trouver une progression arithmétique dans laquelle la somme des 



"1 



rs termes soil êgnle, quel que soit n, H n(an + 6), 
ibres donnés. Appticalion : a ^ 4, 6 =: S. 

ver une progression urithmitique de n termes, sachant que li 
îs produits de chncun d'eui par le premier est égMe à A, et que 
des produits de chacun d'eux pnr le dernier est égale à B. Ap- 

; n = 5, A = 105, B = a85. 

lOnsidère la suite 

a, a+r, o + ïr , 

ne un premiergroiipeniec a; un second arec a + r, a-t-ir; un 
avec a-h3r, a+ ir, a + 5r, etc. ; i' trouver la somme des 
M n premiers groupes; 2" Iromerla somme des termes du ■"" 
ppilcation : a =: I, r ^ 2; conclure des résultats trouvés que 
des cubes des n premiers nombres entiers est égale au rarré de 
'■ de CCS nombres. 

lier les eûtes d'un triangle, sachant qu'ils forment une progrès* 
imétlque de raison d, et connaissant le rayon R du cercle cir- 
Applîcation : d = 1, It = g. 

nier les cùtés d'un triangle, sachant qu'ils forment une progres- 
imétique dcmison r et que le rapport de In surface du triangle 
I rectangle ayant poui' dimensions les deux plus petits c<ltés. i 
ir donnée m. Discuter. 

on déterminer la raison r d'une progression aritlimiïlique de 
lue le rapport de la somme des n premiers termes n la ^i 
mes suîTants soit indépendant de n? •\ „ a^-f.-SiL/ li.-tr'i. >' '^ 

nilieui des c>>tés d'un carré sont les sommets d'mr second 
and cari-é on en déduit de la même manière un troisième, etc. 
la somme des aires des r premiers carrés; trouver la limite de 
ime pour n infini. 
uesUon pour un triangle. 

lontrer que, i étant posiUI et n> i, on a l'inégalité 

:lure que, si q est inférieur à 1 en valeur absolue, n]" tend vers 
id n augmente indéfiniment. 

q est intérieur ii 1 en valeur absolue, la série do.it le terme 

st nq" est convei^ente. Calculer si somme. 



H^^f^wn 
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II. — DÉFINITIONS ET THÉORÈMES 
CONCERNANT LES LIMITES ET LA CONTINUITÉ 

142- Soit a, b deux nombres inégaux; supposons a<^b. 
On appelle intervalle (a, à) Tensemble formé par les nom- 
bres a, ô, et par tous les nombres compris entre a et 6; on 
dit de chacun de ces nombres qu'il appartient à Tinter- 
valle (d, b) ; les nombres a, b s'appellent les limites de Tinter- 
valle; a est la limite inférieure, b la limite supérieure. Le 
nombre positif b — a est Vamplilude de Tintervalle. 

Par analogie, nous appellerons intervalle ( — oo ^^\ a) l'en- 
semble formé par le nombre a et par tous les nombres inférieurs 
à a; intervalle (a, -+-00) l'ensemble formé par le nombre a 
et par tous les nombres supérieurs à a; intervalle { — 00 , -h 00 ) 
l'ensemble formé par tous les nombres. 

Imaginons que, par un moyen quelconque, on fasse corres- 
pondre à chaque nombre x appartenant à un intervalle (a, b) 
un autre nombre y; on dit alors que y est une fonction de la 
variable indépendante x définie dans Vintervalle (a, b). 

Si, par exemple, f{x) est une expression algébrique ayant 
une valeur numérique déterminée y pour toutes les valeurs 
de X appartenant à l'intervalle (a, é), y est une fonction de x 
définie dans cet intervalle. Voici quelques exemples simples de 
fonctions définies de cette façon : 

est une fonction de x définie dans l'intervalle ( — 00 , 4-x ). 
On lui donne le nom de fonction entière. 



2o 



flo^"* H- fliX*"-* H -h «m 



^ box^-^bixi^^-i -^by 

est une fonction de x définie dans tout intervalle ne contenant 
aucune valeur qui annule le dénominateur. Une telle fonction 

(i) Le Bigne 00 s'énonce Viv finit 



porte le nom de fonction oi 
fonction 



est définie dans les deux inten 



t étant un nombre positif qu'o 
veut. De même, considérons la 

si it^& ~ b* est plus grand i 
terralle (— «, +»); si 4( 
définie dans les deux intcrvalli 

si enfin Wc' — i" est plus f 
les trois intervalles 

(-00, T- — E), (y+ï. 

x* étant la plus petite racine 
grande. Comme précédemmen 
petit iiu'on veut, 

3" y = "/ôïxf+l 

est une fonction de x défini 
lorsque m est impair; Iors<iu< 
tout intervalle ne contenant ai 
polynôme sous le radical. Ains 



est défmie dans l'intervalle [a 

est défmie dans l'intervalle 
>0; si iy — p» est < 0, 
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intervalles { — », a/) et (of^, 4- » ), ^ étant la plus petite 
racine du trinôme x* 4-/70:4-7 et 7^ la plus grande. 

143. Soit f{x) une fonction définie dans un intervalle (a, h)\ s'il 
existe deux nombres A, B (B < A) tels que, pour toutes les valeurs 
de X appartenant à Tin ter valle (a, &), on ait la double inégalité 

B</ta?)<A, 

on dit que /"(a?) est finie dans Tintervalle (a, b) (*). 

Théorème. — Si une fonction f[x) est finie dans l'intervalle (a, 6), 
il existe un système et un seul de deux nombres }&. et m [que nous 
appellerons respectivement sa limite supérieure et sa limite inférieure 
dans l'intervalle (a, b)] jouissant des propriétés suivantes : 

i^ Les valeurs de f[x), qvuind x croît de a à bj ne dépassent 
jamais M ; mais, quel que soit le nombre positif e, l'une au moins de 
ces valeurs dépasse M — e. 

2* Les valeurs de f[x), quand x croit de a à b^ ne sont jamais 
inférieures à m; maiSy quel que soit le nombre positif s, Vune au 
moins de ces valeurs est inférieure à fn + e. 

Il est évident que le nombre M est unique, s1l existe. Pour en 
démontrer Texistence, partageons en deux classes Tensemble des 
nombres rationnels de la manière suivante : la seconde classe com- 
prendra les nombres rationnels auxquels la fonction f{x) reste 
inférieure (exemple : tout nombre rationnel supérieur k A); la 
première classe comprend les nombres rationnels restants, de 
sorte que, quel que soit le nombre a de cette première classe, il 
existe dans l'intervalle (a, b) un nombre xi tel qu'on ait f(xi) ^ a. 
Tout nombre de la seconde classe surpasse tout nombre de la pre- 
mière. Cela étant, il y a trois cas possibles : ou bien la seconde 
classe comprend un nombre inférieur à tous les autres; ou bien la 
première classe comprend un nombre supérieur à tons les autres; 
ou bien enfin il n'v a, ni dans la seconde classe de nombre infé- 
rieur aux autres, ni dans la première classe de nombre supérieur 
aux autres. Nous appellerons M : dans le premier cas, le nombre de 
la seconde classe inférieur aux autres; dans le second cas, le nombre 
delà première classe supérieur aux autres; dans le troisième cas, 
le nombre irrationnel supérieur à tous les nombres de la première 
classe et inférieur à tous les nombres de la seconde classe. Tout 
nombre rationnel inférieur à M appartient à la première classe; 
tout nombre rationnel supérieur à M appartient à la seconde classe. 

(*) Une fonction peut être définie dans un intervaUe sans être unie dans 
cet intervalle. 
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OU, plus simplement, la double inégalité 

enti*aine Tinégalité 

lî/-*l<P. 

On exprime ce fait en disant que, x tendant vers a par valeurs 
supérieures à a, y tend vers une limite. Le nombre b s'appelle 
la limite de y pour x tendant vers a par valeurs supérieures 
à a. 

Soit de même y une fonction de x définie dans un intervalle 
dont la limite supérieure est a — e, s étant un nombre posi- 
tif aussi petit que Ton veut (cette circonstance se présentera 
si y est définie dans un intervalle dont la limite supérieure 
est a). Supposons qu'il existe un nombre b satisfaisant à la 
condition suivante : quel que soit le nombre positif p, il existe 
un nombre positif a tel que, pour x compris entre a — a 
et a, la valeur de y soit comprise entre 6 — p et ô -+- p. 
Autrement dit, la double inégalité 

a — 0L<^X<C.(i9 ou 0<ia—- x<ia 

entraine la double inégalité 

ou l'inégalité 

\y-b\<?. 

On dit alors que, x tendant vers a par valeurs inférieures à a, 
y tend vers une limite. Le nombre b s'appelle la limite de y 
pour X tendant vers a par valeurs inférieures à a. 

Soit enfin y une fonction de x définie: 1° dans un intervalle 
de limite supérieure a — e; 2" dans un intervalle de limite 
inférieure a -h t. Supposons : 1° que y tende vers une limite 
b quand x tend vers a par valeurs inférieures à a ; 2» que 
y tende vers une limite b' quand x tend vers a par valeurs 
supérieures à a; 3* que b soit égal à b\ On dit alors que y 
tend vers une limite quand x tend vers a. Quant au nombre b 
ou b'y on l'appelle la limite de y pour x tendant vers a, et 
Von écrit lim y = b. 



X = a 
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ent évidemment 
tend vers a {p 

nféricuros à a, 
y — é tend Te 

oit de nouveau ; 
•. de limite inféi 
le nombre positif 
r X compris eni 
■e à A ou inftirie 



l'inégalité 

)rs que, x tendai 
lie indéfiniment. 
' toutes les valcui 
ipérieur à a, j/ 
on dit que y au 
c'est le signe — , 
rs nëgalioes. 
aintenant y une 
limite supépieun 
mbro positif A, i 
ompris entre a 
\ ou inférieure 

0- 
'inégalité 

)rsquc, X tendai 
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valeurs inférieures à a, t/ augmente indélinîment ; 2^ que, 
X tendant vers a par valeurs supérieures à a» y augmente 
encore indéfiniment. On dit alors que, x tendant vers a, y 
augmente indéfiniment, 11 peut se faire que, dans les deux cas, 
y augmente indéfiniment par valeurs positives ; on dit alors que, 
X tendant vers a^ y augmente indéfiniment par valeurs positives. 
Pareillement, si, dans les deux cas, y augmente indéfiniment 
par valeurs négatives, on dit que, x tendant vers a, y augmente 
indéfiniment par valeurs négatives. Il peut arriver aussi que y 
augmente indéfiniment par valeurs positives quand x tend vers 
a par valeurs inférieures à a et par valeurs négatives quand x 
tend vers a par valeurs supérieures à x. Pour exprimer ce fait, 
on emploie la locution abrégée suivante : y saute de +00 à 
— 00 quand x atteint et dépasse a. De même, celte locution : 
y saute de — 00 à -+- oo quand x atteint et dépasse a 
signifie que y augmente indéfiniment par valeurs négativ ^.. 
quand x tend vers a par valeurs inférieures à a etpar valeui.i 
positives quand x tend vers a par valeurs supérieures à a. . 

146. Dans la démonstration de toutes les propositions (lemmes, 
théorèmes, remarques) qui vont suivre, nous sqpposerons, pour 
fixer les idées, que x tend vers a par valeurs supérieures à a ; 
mais on peut refaire absolument les mêmes raisonnements dans 
le cas où X tend vers a par valeurs inférieures à a. C'est pour- 
quoi, dans l'énoncé de ces propositions, nous ne spécifierons 
pas de quelle manière x tend vers a. 

Observons d'abord que si, x tendant vers a, y tend vers une 
limite 6 différente de zéro^ dès lors, pour des valeurs de x suffi- 
samment voisines de a, y n'est pas nulle, et le signe de y est 
celui de b. En effet, x tendant vers a, la différence y — 6 = p 
tend vers zéro. 11 existe donc un nombre positif a tel que, sous 
la condition < x— a < a, on ait | ? | < | 6 | . Dès lors 
la somme ^ 4- p ou y ne sera pas nulle et aura le signe de b, 

Lemxne I. — Soit y une fonction de x tendant vers b quand x 
tend vers a, et soit c un nombre supérieur à \ b \ . Pour des 
valeurs de x suffisamment voisines de a, on a | y | < c. 
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effet, par hypothèse, il ei 

0<x- 
inent rînëgalîliï 

I y-6 l< 

I a 

lïl-lH 

né^'alilés (!) entrainent de 
I !/ ( - ! A l< c - I 6 ! 
isi quand, x tendant vers a 
>inbre positif c aii(|uel [ ; 
de I = a. La réciproq 
jre c existe, on est sûr quf 
d X tond vers a, mais oi 
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0<x 
linent l'inégalité 

iv-M< 

[1 a 

\à\~\y\ 
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\6\-\y\<'b\-c 
nsi (juand, j tendant vers 
:> de zéro, il existe un non 
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iraie : si un tel nombre c 
l'ers zéro ; mais le nombre 



vers une limite; il existe Kolamment si y augmente iodélini- 
meat. 

i47. Les théorèmes sur les limites se réduisent à quatre prin- 
cipaux. 

Théorème I. — Soil Vi, yi, ...,yn des fondions de x len- 
danl respectivemenl ven des limiter bi, bt, ..., b„ quand x 

tendvert a. La somme z = y^-i-yx-i -i-yo tend vers une 

limite égale à bi-i-b,-{ h 6„ . 

Car, quel que soit te nombre positif p, il existe, par hypo- 
thèse, des nombres positifs ^„ h* ■>-> «n tels que l'on ait : 

a 
pour 0<x — a<a„ l'inégalité \y, — b,\<:—; 

s 
pour < r — a < Œ„ l'inégalité 1 yi — &i | < — ; 

e 

pour <C a; — a <; a„, l'inégalité | y» — 6n I < — 

Soit a le plus petit des nombres ai, a,, .,., a„. Pour 

0<x-a<«, 
on aura simultanément 

\!/'-f>>\<~' ly,-*.|<|-»---. \y.-bA<-^' 

d'où 

I yi-M + I y.-ô. I + ■•■+ I yn-b„ |<p. 
Or on a 

I =-(ô,+6.+ --^-ô„) I < I y,-6, 1 + I y,-6. [ +■■■ | yn-b„\. 
Les inégalités 

0<x-a<« 
eotralnent donc a fortiori l'inégalité 

lï-(i, + A.+ --. + *.)!<?, 
ce qui démontre le théorème. 

COH rr BIEH. — tKMji D'jtLGÈlM. 13 
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Remarque . — Proposon 
certaines des fonctions y i 
(l'abord le cas où n est é 
i que, X tendant vers a, y 

'-. soit finie dans le voisinage 

f un nombre positif c auq 

'i, voisinage de x = a (ce 

)/i tend vers une limite 
indéfiniment. 

Soit A un nombre posi 
(|u'on peut toujours prendi 

(1) ij 

En elTcl, on a 

I yi -1- yi 

on satisfera donc à l'inégali 

\y,\ 

bu 

(2) I y, I 

Par hypolhtse, il existe un 
litiis 

0< 
cntrainent l'inégalité 

I 
en ne considérant que di 
a fortiori à l'inégalitd (2) i 

(3) I y 

Or il existe un nombre pos 
0< 

entraînent l'inégalité (3). S< 
>', »'. Les inégalités 

0< 
entraînent l'inégalité (1), 
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Ajoutons que la fonction « a le signe de yi pour des valeurs 
de X suffisamment voisines de a; car Tinégalité 

I yi I — I y» I > A, 

remplie sous les conditions < or — a^^ad'^ montre qu'on a 
I yi I > I î/â I • ^^ somme i/i + y* a donc le signe de y». 

Lorsque, x tendant vers a, t/i augmente indéfiniment, sans 
que la condition relative à t/s soit remplie, en particulier si les 
fonctions yi et y^ augmentent indéfiniment l'une et l'autre, on 
ne peut rien dire de général sur la fonction z, sauf cependant 
lorsque yi et ys augmentent indéfiniment toutes deux par valeurs 
positives, ou toutes deux par valeurs négatives. Plaçons-nous 
par exemple dans la première hypothèse. Alors, quel que soit 
le nombre positif A, il existe un nombre positif a tel que les 
inégalités 

0<ar — a<a 

entraînent les inégalités 

A A 

' yi > Y » ys > -y ' ®^ P^^ s"^^® z > A. 

La fonction z augmente donc indéfiniment par valeurs posi- 
tives. On voit de même que, si j/i et y2 augmentent indéfini- 
ment toutes deux par valeurs négatives, la fonction z, elle aussi, 
augmente indéfiniment par valeurs négatives. 

Dans le cas général oii Ton a z = y, 4- i/j -f- h y», le 

lecteur verra sans peine que, si une seule des fonctions y, — la 
fonction yt par exemple — augmente indéfiniment, les fonctions 
restantes y,, ...,yn demeurant finies dans le voisinage de 
X = a, la fonction z augmente indéfiniment et a, pour des 
valeurs de x suffisamment voisines de a, le signe de yi. Si 
plusieurs des fonctions y augmentent indéfiniment (les fonctions 
restantes demeurant finies), on ne peut rien dire dégénérai, sauf 
si ces fonctions augmentent indéfiniment toutes par valeurs 
positives, ou toutes par valeurs négatives ; alors la fonction z 
augmente, elle aussi, indéfiniment, par valeurs positives dans le 
premier cas, par valeurs négatives dans le second cas. 
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148. Théorème II. — Soil 
qui, lorsque x tend vers a 
limites b,, ftj, . . ., b„. Le pr 
une limite égale à b,bi. . .bn. 

Considérons d'abord le caso 

d'où z — b,bi = l 

Tout revient à dtJmontrer q 
*«Pi) PiPi tend vers zéro. Cor 
Si b, est nui, ce produit est r 
nul, quel que soit le nonit 
positif « tel que, pour 

on ait 



c'est dire que b,% tend ver 
raisonnerait de même sur 1( 
sième, ^,%. Quel que soit 
nombre positif a ici que, po 
0< 
on ait 

I M < v*^ 

et par suite | ? 

Ce troisième produit tend de 
Un produit de trois fact 
comme le produit des deu 
vers ôiôj, d'après ce qui préc 
tend vers bibib^. Le théïrèi 
de trois fadeurs; on le dém 
proche, pour un produit de 

CoroUure. — Soit y une 
vers a, tend vers une limite 
entier et positif, tend vers un 
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Remarques. — Si toutes les fonctions y tendent vers des 
limites, il faut et il suffit, pour que z tende vers zéro, que l'une 
de ces limites soit nulle. Mais z peut tendre vers zéro sans que 
toutes les fonctions y tendent vers des limites. Supposons que t/i 
tende vers zéro, et, de plus, qu'il existe des nombres positifs 
Cj, . . . , c„ auxquels les valeurs absolues des fonctions restantes 
soient respectivement inférieures dans le voisinage de x = a; 
alors z tend vers 0. 

Soit £ un nombre positif quelconque. Nous allons montrer 
qu'on peut toujours prendre x assez voisin de a pour qu'on ait 

(i) I 2/iI/ï-.. !/» I<e. 

En effet, il existe un nombre positif a' tel que, pour 

0<a? — a<a\ 
on ait 

et par suite 

I J/l?/ï . . . î/n I < I î/l I Ci . . . C„. 

En ne considérant que de telles valeurs de x, on satisfera 
a fortiori à l'inégalité (i) si on satisfait à celle-ci : 

\yi\ Ci... Cn<h 

ou 



(2) iy^i<i — T" 

Or il existe un nombre positif ql" tel que, pour 

l'inégalité (2) ait lieu. Soit a le plus petit des deux nombres 
a', a"; la double inégalité 

0<Zx — a < a 

entraine l'inégalité (1). 

Proposons-nous maintenant de voir ce qui arrive lorsque cer- 
taines des fonctions y augmentent indéfiniment. Considérons 
d'abord un produit de deux facteurs: z = j/iy,. Supposons 
que> X tendant vers a, j/i augmente indéfiniment, et qu'il 
existe un nombre positif c auquel | y^ | reste supérieure dans le 
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voisinage de x = a (condition qui sera sùremeo 
(lemme II) si yi tend vers une limite b, différente 
Alors : augmente indéliDiment. 

Soit A un nombre positif quelconque. Noos aDon 
qu'on peut toujours prendre x assez voisin de a poui 

(1) I ».». I > A. 

Par hypothèse, il existe un nombre positif a' tel que, 

<« — «<«', 
on ait 

ly. I><-' 

et par suite 

I ViVt I > I y. I c. 

En ne considérant que de telles valeurs de x, on 
a fortiori à l'inégalité (1) si on satisfait à celle-ci : 

lî(.l»>A 
ou 

m lï. i>4' 

Or il existe un nombre positif a" tel que, pour 

0<j:-a<«", 
l'inégalité (2) ait lieu. Soit a le plus petit des nomb 
la double inégalité 

0<i-a<« 
entraine l'inégalité (!). 

La condition relative à y, est remplie en partiel 
augmente indéliniment. Ainsi, lorsque les fonction! 
augmentent indétiniment l'une et l'autre, il en est de m 
fonction z. Hais, si la condition relative à yt n'est pa 
en particulier si t/i tend vers zéro, on ne peut plus ri 
général sur le produit y,y,. Ainsi on ne peut pas dii 
ce que devient un produit dont un facteur augmei 
niment, tandis que l'autre tend vers zéro. 

Arrivons maintenant au cas général: 2 = t/,t/,., 
lecteur verra sans peine que si, x tendant vers a. 



r9^-yié\\*^' 
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des fonctions y, par exemple j/i, j/s, ...,î/a augmentent indé- 
finiment, si de plus il existe des nombres positifs C;t+i9 • . . » <^/i 
auxquels les valeurs absolues de t/a^-i» •••j !/« restent respec- 
tivement supérieures dans le voisinage de x = a, alors la 
fonction z, elle aussi, augmente indétiniment. Si la condition 
relative aux fonctions y^-Hu •••>!/»» n'est pas remplie, en 
particulier si certaines de ces fonctions tendent vers 0, on ne 
peut plus rien dire de général sur la fonction s. 

149. Théorème III. — Soit t/i et y^ deux fonctions de x qui^ 
lorsque x tend vers a, tendent respectivement vers des limites 

bi et bt. Supposons èj^^O. Alors la fonction z = -^ 

b ^' 

tend vers une limite égale à -r4-. 

Soit B un nombre positif quelconque. Nous allons montrer 
qu'on peut toujours prendre x assez voisin de a pour qu'on ait 

bi 



(*) 



'^b. 



<Ê 



< e, OU I biPi — 61P2 |< e I biiji I . 



Pour cela posons, comme précédemment, 

!/t = ^i-*-Pi, î/2 = *2 + Ps; 

nous aurons 

bi ^ b^i — b,% 

bi %, 

et l'inégalité (1) peut s'écrire 

bêi - h% 

Soit c un nombre positif moindre que | ^2 | • H existe 
(lemme 11) un nombre positif a' tel que, sous les conditions 

< x — a < a', 
on ait 

I î/2 I > c, et par suite | b^y^ | > c^ 

En ne considérant que de telles valeurs de x, on satisfera 
a fortiori à l'inégalité (1) si on satisfait à celle-ci : 

(2) I é.Pi - b,% I < tc\ 
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Comme l'cxprt^ssiOD b^i-rl>t% teod t( 
positir i" tel que, pour 

0<ï-a<: 
i'iné^lîté [% ait lieu. Soit > le plu: 
i', i'; les ÎDégalitcs 

enlrainenl rinéjralilc (1), ce cjui démoi 

Remarques. — Si, x tendanl vers a. 
existe un nombre positif c auquel | y 
le voisinage de x =^ a (ce qui arriv 
y, tend vers une limite 6, 5^ 0, 01 
indéfini ment;, la fonction z augmente 

Soit .\ un nombre positif quelcont 
qu'on peut toujours prendre x assez y 

<" |-|7l>*- 

En effet; par hypothèse, il existe un i 
pour 

< X - a < 
on ait 

I y. 1 > c, 

et par suite 

Iï7r TvTi 

En ne considérant que de telles va 
a fortiori à l'inégalité (I) si on satisfai 

T-^->A. 
1». I 



(2) I ». I< X- 

Or ît existe un nombre positif 0° tel q 

0<a;-a< 
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rinégalité (2) ait lieu. Soit a le plus petit des deux nombres 
a', a'; les inégalités 

< a? — a < « 

entraînent Tinégalité (1). 

Si la condition relative à tji n'est pas remplie, en particulier 
si j/i tend vers ainsi que j/25 on ne peut rien dire de général 
sur z. 

Si î/2 augmente indéfiniment, et s'il existe un nombre positif 
c auquel | ^i | reste inférieure dans le voisinage de x = a 
(ce qui arrive sûrement (lemme [) si j/i tend vers une limite), 
alors z tend vers 0. 

Soit Ê un nombre positif quelconque. Nous allons montrer 
qu'on peut toujours prendre x assez voisin de a pour qu'on ait 



(1) 



II 



<s. 



En effet, il existe un nombre positif a' tel que, pour 

< X — a < «', 
on ait 

I yi I < c, ou 






< 



ly>l 



En ne considérant que de telles valeurs de ^, on satisfera a foi 
tiori à l'inégalité (1) si on satisfait à celle-ci : 



y^ 



<h 



ou 



(2) 



I y» I > - 



Or il existe un nombre positif 7," tel que, pour 

0<a? — a<a'', 

rinégalité (2) ait lieu. Soit a le plus petit des deux nombres 
a, a; les inégalités 

entraînent l'inégalité (1). 
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150. Théopèm* IV. — Soit y 
X tend vers a, lend vers une i 
tend vers IfF : pour m impair 
si b est positif, ou si b est nul et 
positives. 

Supposons d'abord 6 >■ 
nombre positif quelconque. N 
toujours prendre x assez voisin 

(1) I7S-1 

En effet, y est positive pour de 
a; d'ailleurs on a 

l'inégalité (!) peut donc s'écrire 

\y — l> I <= (7y^H-7r' 

Soit c un nombre positif inféri 

existe un nombre positif a' tel t 

0<i- 

on ait 

y> 

En ne considiirant que de tell 
a fortiori à l'inégalili^ [!) si on i 

(2) \y-b\<^ 
Or il existe un nombre positif a" 

0<x — 
l'inégalilc (2) ait lieu. Soit i le 
a', gt" ; les inégalités 

0<x- 
entrainent l'inégalité (1). 

Supposons A < 0, m impair. Alors on a 'Vy= — V— 
Or 7 — y ^'^^*^ ^^^ V— *• Donc VV tend vers — "V— 
ou "/b . 
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Supposons enlin b = 0. Si m est pair et que y tende 
ers par valeurs positives, la fonction i tend également 
ers 0. Car, quel que soit le oombre positif e, il existe r-" 
ombre positif a tel que, pour 

0<ï-a<«, 
nait 

< y < s"", et par suite < VV < =■ 

ii maintenant m est impair, t tend encore vers : car, qt 
|ue soit le nombre positif t, il existe un nombre positif a 
[ue, pour 

malt 

I y |< c-, d'où I 7tf |< •-. 

Renutrqaa. — Lorsque, x tendant vers a, y augmente int 
toiment, "/y augmente aussi indéfiniment : pour m impa 
quelle que soit la façon dont y augmente indéfiniment ; po 
M pair, si y augmente indéflntment par des valeurs positîvi 

151. Appllcallons. ~ 1» L'équation ax + b = {a^ 
■dmet une racine unique 



One devient cette racine, lorsque, * conservant une vale 
iHnslaDle, a tend vers zéro 7 

i D'abord si b est nul, la racine 3^1 est nulle quel que soit 
Pipposons b différent de zéro. Alors, a tendant vers zéro, 
wàne X| augmente indéfiniment. Si b est positif, elle est po 
ft pour a < et négative pour a > ; elle saute do 
p +3C à — X quand a atteint et dépasse zéro. C'est 

Dtraire qui arrive si b est négatif. 

3* Supposons que, dans l'équation ax^ -^-bx-i-c -=0, 1 
le aux coefficients d et c des valeurs constantes, la vale 

! * étant différente de zéro, et qu'on fasse tendre a vers zéi 

hn laquantité 4ac — b' tend vers la limite négative — t 



DËFIMTIONS ET TUÉOII 

suile, est négative pour des valc 
i de zéro. L'équation a dès lors de 



2a 
Tiennent ces racines, a tendant t 
dical '/b* — 4(ic tend vers la limile v^^, qui est ^le 
ou à — b, suivant que b est positif ou négatif. Suppo- 
posilif. Alors le numérateur de Xi tend vers la limilF 
e — ib, et par suite x, augmente indélinimeni. I>ul- 
tr, est positive pour a •< 0, négative pour a > : 
ite donc de +co à — aa quand a atteint et dépa» 
issons à la racine x,. Ses deux termes tendent versiero 
ne temps que a ; mais, si nous les multiplions tous dtai 
[uanlilé négative — b — t'A* — 4ac, nous obtenons 

^»_(A' — 4ac) _ %c 

^' ~ 2a{— * — v'ô'^^iïc) ■" — * — ^b' — iac ' 

voitainsique Xi tend vers la limite r-- 

oit de même que, si b est négatif, c'est la racine ii fl<i' 

Bfs — 7-- Quant à la racine ij, elle augmente indéfi- 

, et comme elle est négative pour a < 0, positive pour 
elle saute de — x à +ao quand a atteint etdépxs^ 

e signe d'une fonction entière, pour des valeurs de i 
nment petites en valeur absolue, est celui du temt ii 
\s degré. 

idérons d'abord une fonction entière avec un ternw 
it : 

doï^ + OiJ;"'-' H \-a„ [a^i^H). 

e X tend vers 0, chaque terme, sauf le dernier, Id^ 
. et la fonction tend vers a^- Si donc x est suffisamniHit 
a valeur absolue, la fonction n'est pas nulle et a le sigK 
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Supposons à présent que la fonction ne contienne pas de 
Cerme constant : 

On peut récrire 

et, sous cette forme, on voit que, pour x suffisamment petit 
en valeur absolue, le second facteur est :^ et a le signe de 
o^_jr : la fonction a donc le signe de ûTm-i^''» c'est-à-dire de son 
terme de plus bas degré. Si r est pair, ce signe est toujours le 
même pour les petites valeurs de ar, positives ou négatives; 
tandis que, si r est impair, le signe de la fonction change avec 
celui de x. 



Extension des propriétés précédentes au cas où la variable 
indépendante augmente indéfiniment. 

152. Dé nouvelles définitions sont nécessaires. 

Soit y une fonction de x définie dans l'intervalle (a, 4-»). 
Supposons qu'il existe un nombre h satisfaisant à la condition 
suivante : quel que soit le nombre positif p, il existe un 
nombre positif A tel que, pour toutes les valeurs de x supé- 
rieures à A, on ait \y — 6 I < ?. On dit alors que, x 
augmentant indéfiniment par valeurs positives^ y tend vers une 
limite. Le nombre b s'appelle la limite de y quand x augmente 
indéfiniment par valeurs positives^ et l'on écrit lim y = à. 

Soit de même y une fonction de x définie dans l'intervalle 
{ — 00 , a), et supposons qu'il existe un nombre b jouissant de 
la propriété suivante : quel que soit le nombre positif p, il 
existe un nombre positif A tel que, pour toutes les valeurs de 
X inférieures à — A, on ait I y — ô | < p. On dit alors que, x 
augmentant indéfiniment par valeurs négatives^ y tend vers une 
limite. Le nombre b s'appelle la limite de y quand x augmente 
indéfiniment par valeurs négatives^ et l'on écrit lim y = b. 

Soit enfin y une fonction définie 1® dans l'intervalle (— oo^a'); 



s 
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Jans l'intervalle {«, -i-x). Suppose 
. une limile b quand x augmeole ind 
Kives ; 2° que y tende vers une limite 
lliniment par valeurs positives; 3° qu( 
alors que, x augmentant indéfinime 
te. Le nombre b ou b' s'appelle la 
inente indéfiniment, et l'on écrit lira y 

lit de nouveau y une fonction de x dé 
t-x). Si, quel que soit le nombre j 
ibre positif A tel que, pour a;>A 
lit que, X augmentant indéfiniment f 
igmente indéfiniment. Dans ces condi 
la l'onction y conserve un signe invai 
urs de X supérieures à un certain ne 
le signe +, on dit que y augmente ind 
tives; si c'est le signe — , que y augm 
urs négalivei. 

jpposons maintenant y délinie dans I' 
quel que soit le nombre positif B, i 
tif A tel que, pour ar< — A, on a 
X augmentant indéfiniment par valei 
le indéfiniment. Comme précédemmen 
igmente indéfiniment par valeurs j 
nente indéfiniment par valeurs négative 
lit enfin y une fonction définie 
c, a) ; 2° dans l'intervalle (i,-i-Qc). 
igmentant indéfiniment par valeurs n( 
Uniment ; i° que, x augmentant indi 
tives, y augmente encore indéfinimen 
nente indéfiniment en même temps gut 
dans les deux cas, y augmente ind^ 
tives; on dit alors que, x augmentant 
(e indéfiniment par valeurs positives. 1 
eus cas, y augmente indéQnimentpar 
ue, X augmentant indéfiniment, y ai 
valeurs négatives. 




-* -- TW — '^ 



DES LIMITES 239 

Ces définitions posées, rien n'est plu& facile que d'étendre au 
cas où X augmente indéfiniment les propositions démontrées 
dans le cas où x tend vers a. Bornons-nous au premier théo- 
rème : 

Soit yiy y„ . . . , yn des fonctions de x qui^ lorsque x augmente 
indéfiniment, tendent respectivement vers les limites fti, ôj, ...,6n. 

L,a fonction z = yj -i- j/j -+- h t/n tend vers une limite égale 

à è| 4- ^2 -f- • • • -h 6„. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que x augmente indé- 
finiment par valeurs positives. Quel que soit le nombre positif e, 
il existe des nombres positifs Ai, Aj, . . . , A„ tels que, 

E 

pour ic>>Ai, on ait |yi— *i|< — » 

n 

E 

y> a? > Aj, » I Vi — ^2 I < — » 

n 



E 

» a: > An, » \ yn—ànK, —l 

A étant le plus grand des nombres A|, A2, . . ., A„, pour 
X > A, on aura simultanément 

£ E £ 

I Vi — ^1 l< — > I Vî— 6* l< — ' ... J Vn'-bn I <— -» 

n n "^ n 

et a fortiori 

I 3 — (^i-+-6îH bn) I <e. 

C'est dire que z tend vers 61 -h As h -h bn lorsque x aug- 
mente indéfiniment par valeurs positives. 

Cet exemple fait suffisamment comprendre, croyons-nous, 
comment on peut étendre au cas de x infini toutes les proposi- 
tions (lemmes, théorèmes, remarques) précédemment démon- 
trées. Nous supposerons donc faite cette extension, et nous allons 
en indiquer quelques applications importantes. 

153. Considérons en premier lieu la fonction entière 

y z=z aoJr"* -t- aiX!^"^ -h a^-^ H h a^^^x -*- a^ («0 ^ 0), 

et proposons-nous de voir ce qu'elle devient quand x augmente 
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indéiiniment. Ses différents termes, sauf 
iudi^liDiment, mais ils n'ont pas nécessai 
et par conséquent cela ne nous apprend 



t un produit de deux fa 
définiment avec x. Dai 

— ^ tendent tous vei 
la limite a^, qui est c 
gmenle aussi indéfinime 
: suffisamment grande! 
)as nui et a le signe di 
le second facteur, tend 
t, a le signe de a^ pour 
lenvaleurabsolue : dèsl 
ur lixcr les idées, le coel 
i a^x" est toujours pos 
' valeurs positives quai 
, impair, le terme Oi^ 
ariable x augmente in 
valeurs négatives, la 
niment par valeurs pc 

it la fraction rationnelle 

'" + a,j'"-'H \-a„ 

r>' + b,xi^' -i- i-bp 

Qdé Uniment, les deux 
liniment, ce qui ne noi 
composer y en deux I 
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X augmentant indéiiniment, le second facteur tend vers la limite 
diflTérente de zéro -r^- Si m est égal à p, le premier facteur 

est égal à 1 quel que soit ar, et y tend vers -r^« Si m est 

inférieur à », — — = —rzr ^^^à. vers zéro, et il en est de 

même de y. Entin si m est supérieure p, — = ar»""^ aug- 

mente indéfiniment avec x, et il en est de même de y. Pour 
des valeurs de x suffisamment grandes en valeur absolue, y a 

le signe de ^ „ ; ce signe est celui de -r- » si m et o sont 

de même parité; celui de -r-^j si m et p sont de parités 

différentes. 
Ainsi, f{x) et ^(a?) étant deux polynômes de degrés m et p, 

flx) 
la fraction rationnelle . :^ augmente indéfiniment en même 

temps que x, si m est plus grand que p; si m est plus petit 
que p, elle tend vers zéro; enfin^ si m est égal à p, elle tend 
vers une limite différente de zéro, qui est le quotient des coeffi- 
cients de ar"* dans f{x) et dans ^[x). 
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154. Soit f{x) une fonction de x définie dans un intervalle 
(A, c) auquel appartient le nombre a, et soit f[a) la valeur de 
cette fonction pour x = a. 

Supposons d'abord a<Cc. Si f{x) tend vers une limite 
quand x tend vers a par valeurs supérieures à a, et si cette 
limite est /"(a), nous dirons que f{x) est continue à droite pour 
a: = a. Cela revient à dire que, quel que soit le nombre positif 
s, il existe un nombre positif a tel que la double inégalité 

< X — a< a 
entraîne l'inégalité 

\M-f{a)\<'^. 

COR ET RIEM. — TRAITÉ d'aLGBBRE. 16 
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De même, supposons b <^ 
quand x tend vers a par val 
limite est f{a), nous dirons qu 
x = a. Cela revient à dire que 
E, il existe un nombre positi 
0<a 
entraîne l'inégalité 

I/-W- 

Enfin supposons 6 •< a •< 
fois continue à droite et contii 
dit qu'elle est continue pour 
continue pour x =; a, c'est 
limite quand x tend vers a ; ' 
ment dit, quel que soit le nom! 
positif a tel que l'inégalité 

\x- 
entraîne l'inégalité 

ifl')- 

Comme application de ces dél 
f{x) définie dans les deux inl 
e étant un nombre positif auss 
qu'elle tende vers une limite / 
inférieures à a et vers une lir 
valeurs supérieures à a. On ] 
définie dans tout l'intervalle [l 
rement un nombre ). que l'oi 
j: = a. Voyons si l'on peut ( 
rendre la fonction conllnue poi 

Soit d'abord l -^ t'. Si le 
ni à /', la fonclion f(x) n'est i 
pour x = a. Si i est égal i 
sans Tètre à droite. Enlin si 1 
à droite sans l'êlre à gauche. 

Soit maintenant / = /'. A 
à l, la fonction n'est continu 
X = a. Mais si ). est éf;al à 



:^^ 
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ap = a, à gauche et à droite; autrement dit, f{x) est continue 
pour X = a. 

Une fonction f{x) définie dans un intervalle (a, b) est dite 
continue dans Vinteroalle {a, b) lorsqu'elle est : 1** continue 
pour toute valeur de x comprise entre a et 6; 2* continue à 
droite pour x = a; 3® continue à gauche pour x = b. 

Par analogie, nous dirons qu'une fonction f(x) est continue 
dans Vintervalle (a, -h oo ), lorsqu'elle est continue à droite 
pour x = a et continue pour toutes les valeurs de x supé- 
rieures à a ; continue dans Vintervalle ( — oo , a), lorsqu'elle 
est continue à gauche pour x = a et continue pour toutes 
les valeurs de x inférieures à a; continue dans l'intervalle 
( — 00 , H- 00 ), lorsqu'elle est continue pour toutes les valeurs de ar. 

155. Les quatre théorèmes suivants sont vrais, que les fonc- 
tions considérées soient continues à droite pour x = a ou 
qu'elles le soient à gauche. C'est pourquoi, dans l'énoncé de ces 
théorèmes, nous dirons simplement que ces fonctions sont sup- 
posées continues pour x = a, sans spécifier si c'est à droite 
ou à gauche. 

Théorème I. — Soit j/i, j/j, . . ., y,, des fonctions de x con- 
tinues pour X = a. Jm fonction z = y, -h i/i -+- • • H- 1/„ 
est également continue pour x == a. 

En effet, désignons par ^i, ^î, ..., 6n et c les valeurs 
des fonctions j/i, y», ..., î/n et z pour' .r = a. On a 

c = bi -^ bi-h h^„. 

X tendant vers a (par valeurs supérieures à a ou par 
valeurs inférieures à a, suivant que les fonctions y sont sup- 
posées continues à droite ou continues à gauche), les fonc- 
tions î/iî î/î, '.',yn tendent respectivement vers les limites 
^1, bi^ ..., bn : donc, en vertu du premier théorème sur les 
limites, la fonction z tend vers une limite égale à c. 

Il résulte de là que, si les fonctions yi, j/25 ... 5 ?/« sont con- 
tinues dans un intervalle (a, b), la fonction z— ï/,-hî/î4--.-f-ï/« 
est continue dans le même intervalle. 
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On raisonnera absolument de même pour démontrer les deux 
théorèmes suivants : 

Théorème II. — Soit j/„ y,, ..., y„ des fonctions de z 
continues pour x = a, La fonction z = y 1^2. . .y» est éga- 
lement continue pour x = a. En particulier, si une fonc- 
tion y est continue pour ar = a, il en est de même de la 
fonction y" (n entier positif). 

De là résulte que, si les fonctions yi, y», . . . , y„ sont conti- 
nues dans un intervalle (a, 6), la fonction z = yiy^. . .y„ est 
continue dans le même intervalle. En particulier, si une fonc- 
tion y est continue dans un intervalle (a, 6), il en est de même 
de y" (n entier positif). 

Théorème III. — Soit y^ et y 2 deux fonctions de x conti- 
nues pour X = a, y a NE s' annulant pas pour cette valeih 

DE X. La fonction -^ est également continue pour x = a. 

Et si les deux fonctions yi, yj sont continues dans un inter- 
valle (a, 6) necontenant aucune valeur qui annule y i^l^îouQXwiù 

Vi 
-^ est continue dans ce même intervalle. 

?/a 

Le quatrième théorème concerne la fonction Vy^- 

Théorème IV. — Soit y une fonction de x continue pour 
x = a et prenant, pour x = a^ la valeur b, La fonction 
z =z'")/y est également continue pour x = a : pour m impair, 
quel que soit b ; pour m pair, si b est positif. 

En effet, x tendant vers a, y tend vers b ; dès lors, en 
vertu du quatrième théorème sur les limites, Vy^ tend vers 7^- 

Qu'arrive-t-il si, m étant pair, y s'annule pour ar = a? Si 
la fonction y est continue à droite pour x =ia et tend vers 
zéro par valeurs positives quand x tend vers a par valeurs 
supérieures à a, 'Yy tend vers zéro, et par suite la fonction : 
est continue à droite pour a: = a. De même, si la fonction y 
est continue à gauche pour x = a et tend vers zéro par 
valeurs positives quand x tend vers a par valeurs inférieures 
à a, z est continue à gauche pour x = a. 



m- 
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De tout cela il résulte que, si une fonction y est continue 
dans Tintervalle (a, 6), la fonction 2= Vy est continue 
dans ce même intervalle : pour m impair, quel que soit le signe 
de y; pour m pair, si y ne devient jamais négative dans 
rintervalle (a, à). 

156. Applications. — 1® Considérons d'abord la fonction 
entière 

y = oox»" -H flio;"*-^ -h ... -h a,n-ii' -4- a^. 

Quelle que soit la valeur» a, ses différents termes sont continus 
pour x = a, d'après le théorème II : y est donc continue 
pour X = a^ d'après le théorème I. Une fonction entière est 
donc continue dans Vintervalle ( — oo , -f- x ). 

29 Soit maintenant la fonction 

y r= '^/'(a?) (m entier positif), 

f{x) étant un polynôme. Si m est impair, cette fonction est 
continue pour toute valeur de x. Supposons m pair. Si f{a) 
est > 0, la fonction y est continue pour x = a^ d'après le 
théorème IV. Qu'arrive-t-il si f(a) est nul ? Le polynôme f{x) 
est alors divisible par x — a; il peut d'ailleurs être divisible 
par une puissance de x — a dont l'exposant est supérieur à 1 : 
supposons qu'il soit divisible par {x — a)'' sans l'être par 
(x — a)*-^*. On pourra écrire f{x)^{x—aY(f{x), (p(a?) étant 
un polynôme qui ne sannule pas pour x = a, x tendant 
vers a, o(.r) tend vers o{a) : cp(jc) a donc, pour des valeurs de x 
sufiSsamment voisines de a, le signe de <?(a). Supposons d'abord 
<f (a) > ; alors, si a est pair, f{x} tend vers zéro par valeurs 
positives quand x tend vers a, et y est continue pour x = a; 
si a est impair, fi^x) tend vers zéro par valeurs positives quand 
X tend vers a par valeurs supérieures à or, et t/ est continue à 
droite pour x = a. Soit maintenant o(a) < ; si a est 
pair, y n'est définie dans aucun intervalle contenant la valeur 
a ; si a est impair, f{x) tend vers zéro par valeurs positives 
quand x tend vers a par valeurs inférieures à a, et t/ est con- 
tinue à gauche pour x =z a. 
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3° Soit enlin la fraction rationn 

continue pour x ^= a (théorème 
Ainsi une fraction ralionnelle est o 
ne contenant pas de racine du dénon 
Supposons Y(a) = 0, et chercl 
quand x tend vers a. f{x) tend a 
zéro; si donc f{a) n'est pas nul, y 
reste à voir ce qui arrive lorsqui 
[x — d)' et (x — a)' les plus hai 
divisant respectivement f{x) et ç(. 

Aj-)s(i-o)Y,(x), , 

fi{x) et •fi{x) élant deux polynoi 
pour X = a. Ecrivons y ainsi : 

(i - af 

X tendant vers a, le second facteu 
rente de zéro ' > et il a le si 
valeurs de x suftisamincnt i 



guons trois cas. 

1" cas ; a = f . Le premier fa( 
soit X, et y tend vers une limite, - 
zéro. 

S" cas ; a > p. Le premier fs 
sous la forme {x — àf-^, tend ve 
le ment vers zéro. 

.V cas : a < f;. Le pi-emier fact 

-; 7—-! augmente indélinimei 

indëliniment. Ajoutons <[ue , si 
mcnic indéfiniment par valeurs 

/■■(<■) ... . 



.,__._ 
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est impair, alors, x atteignant et dépassant a, y saute de 

— 00 à -hoo, si -^^ est >0; de +qo à — oo, si -^^ 
est <0. 

157. Théorème de Cauchy. — f[x) étant une fonction conti- 
nue dans riniervalle (a, 6), si les deux nombres f[a)y f(b) sont 
de signes contraires, il existe entre a et h un nombre c tel que 
f\c) soit égal à 0. 

Supposons f{a) négatif et f[b) positif. Nous allons montrer 
qu'il existe deux nombres Oi, 6| (a, > a, 61 < b, a, < 61) 
tels qu'on ait 

A«i) < 0, f{b,) > 0, Ai - a, = — ^- 

— 5 — ) : s'il est positif, 

nous prendrons ai = a, Ai = — 5 — ; s'il est négatif, nous 

z 

prendrons «i = — 3 — ? éi = 6 ; s'il est nul, nous pren- 

drons indifféremment l'un ou l'autre système de valeurs pour a^ 
et Al. Si l'un des deux nombres /"(oi), /"(Aj) est nul, le théo- 
rème est démontré; s'il n'en est pas ainsi, il existe deux nombres 
aj, bi (a, > fli, A2 < Aj, a^ < Aj) tels qu'on ait 

/•(«iXO, /•(A,)>0, ô,-a,=. .^1^=-^. 

Et ainsi de suite. Si l'un des nombres a„ ou An que l'on 
rencontre en continuant ainsi annule f{x), le théorème est 
démontré; s'il n'en est pas ainsi, considérons les deux séries 

(1) a, a,, a2, . ., ff,,, . . ., 

(2) A, Al, Aj, . . . , An, .... 

1^8 termes de la série (1) ne vont jamais en diminuant ; ceux 
de la série (2) ne vont jamais en augmentant ; enfin on a, quel 
que soit n : 

A««) < 0, f[bn) > 0, A„ - a„ = -^^ . 
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e ce que les termes de la série (1) ne vont jamais en dimi- 
nt et restent inférieurs à b (a„ < é, < 6) il résulte que s. 
i vers une limite c quand n augmente indéfiniment, et que 
a c < A. De même, de ce que les termes de la série (i ne 
t jamais en augmentant et restent supérieurs à a il résulte 
l>„ tend vers une limite d supérieure ou égale à a. Enfin, 

ilité /'„ — a„ = — — — montre que b„ — a„ tend len 

) quand n augmente indéfiniment, et que par suite les deui 
ibres c et rf sont égaux. 

e nombre c vérifie nécessairement l'une des deux inégalités 
a, c.< b. Supposons qu'il vérifie la première, et considé- 
i la série 

fia), f (a,), fia,), ..../-(M- ■■■ = 
t tous les termes sont négatifs. Nous allons montrer que, k 
mentant indéfiniment, /"((!„) tend vers f{c). Car soit t ao 
ibre positif quelconque. La fonction f{x) étanl, parhjpo- 
e, continue à gauche pour x = c, il existe un nombre 
lif > tel que l'inégalité 

<c— I < a 
aine l'inégalité 

Heurs, puisque a„ tend vers c par valeurs non supérieurei 
il existe un entier positif r tel que, pour n> r, ou ail 

0<C- «„<<!, 

ar suite 

t dire que f{a„) tend vers f{c) quand n augmente inddfi- 

ent. 

) nombre f{a,) étant négatif quel que soit n, sa limite ftc] 

t certainement pas positive (si le nombre f{c) était positt 

>mbre f{an) serait également positif à partir d'une certain 

ur de n). Le nombre c est donc inférieur (et non égal) à h 

i l'on a 

a<c<b. 
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Maintenant , ia fonction f\x) étant continue à droite pour 
X = c, on démontre par un raisonnement analogue au précé- 
dent que le terme général de la série 

méfiai), A*2), ..., AU... , 

à termes lous positifs, a également pour limite f{c). Le nombre 
f{c) n'est donc pas négatif. On a donc nécessairement 

f{c) = 0^'). 

158. CoroUaire. — f(x) étant une fonction continue dans 
l'intervalle (a, 6), et C étant un nombre quelconque compris 
entre f\a) et f[b)^ il existe entre a et b un nombre c tel 
que f{c) soit égal à C. 

En effet, la fonction ^{x) = f{x) — G est, elle aussi, continue 
dans l'intervalle (a, 6), et les deux nombres <p(a) = f{a) — - G 
et ff(b) = f{b) — G sont de signes contraires. 

On énonce cette propriété d'une manière abrégée en disant 
qu'une fonction continue ne peut pas passer d^une valeur à une 
autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. 

159. Applications : 1° Tout polynôme en x de degré impair 
s'annule au moins pour une valeur de x. 

Soit f{x) ^ CoX"* -h aïoo^-* h h a« {aQjtO) un polynôme 

de degré impair. Nous avons vu qu'il existe un nombre positif l 
tel que, pour | ar | > /, f{x) ait le même signe que a^"". 
k étant un nombre quelconque supérieur à /, f{ — k) a le 
signe de — a^ et f{-\-k) le signe de -f-a^. Il existe donc 
dans l'intervalle ( — A:, h- A) une valeur de x qui annule f{x). 

2® Tout polynôme en x de degré pair^ m, dans lequel le coeffi- 
cient de x^ et le terme constant sont de signes contraires ^ s'an- 
nule au moins pour une valeur positive et au tnoins pour une 
valeur négative de x. 

Soit f{x) = a^x"" -h Oix"'"^ H- • • . H- a^ le polynôme en ques- 



(') Par suite on a, quel que soit n, les inégalités a» < c < &n : car 
aucun des nombres f(an), f(bn) n'est égal à zéro. 
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tion dans lequel nous 
positif k étant délermini 
f(-\- k) onl le signe de a, 
— Oi). Chacun des interv! 
conséquent au moins unt 
3° Considérons l'équali 

X — a X - 
dans laquelle nous sup 
outre 

«< 
On peut l'écrire ainsi : 
A(x~b\. . .Ir-i|+ . . .-(-L(x-i 
{x~-a]{j 
Les valeurs de x annula 
aucune d'elles n'annulant 
à la suivante : 

(2) A(x~b)-..{.r-l) 

Or le premier membre 
de degré m (m étant le 
si X est différent de zé 
L'équation (1) ne peut d 
plus de m racines, dans l< 
Nous allons montrer qu 
ment celte valeur qu'il n( 
A cet effet, considérons 

Elle est continue dans cli: 

(_oo, a~il, ffl + s, b^^],. ., (*-(-s, /-e), {/ + t, +ac 
Faisons abstraction des deux intervalles extrêmes. Nous alloi 
montrer que chacun des m — ^. intervalles restants renfens 
une valeur de i annulant y. Considérons par exemple l'intw 
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valle (a H- e, é — t). x tendant vers a par valeurs supérieures 

à a, le terme augmente indéfiniment par valeurs posi- 

X — a 

B L 
tives; les termes r » . • •> r tendent vers des limites 

X — X — ( 

respectivement égales à t-, . . ., : donc f{x) aug- 

mente indéfiniment par valeurs positives. On voit d'une manière 
analogue que, x tendant vers b par valeurs inférieures à (, 
f{x] augmente indéfiniment par valeurs négatives. Il existe donc 
un nombre positif e assez petit pour qu'on ait 

/*(a-^£)>0, /-(ô-eXO. 

L'intervalle (a -h e, 6 — e) contient donc une valeur de x 
annulant f(x). On raisonne d'une manière analogue sur les 
intervalles (ft-H-e, r — s), ..., (A-f-e, / — s). Donc, si X est 
nul, l'équation (1) a m — 1 racines. 

Si X n'est pas nul, elle a, outre ces m — 1 racines, une 
m""" racine appartenant à l'un des intervalles extrêmes. En effet, 
on voit immédiatement que, quand x augmente indéfiniment, 

f{x) tend vers X : car les termes ? r , . . . , . 

x — a X — b X — / 

tendent tous vers zéro. Il existe donc un nombre positif M assez 
grand pour que les deux nombres /"(— M) et /*(-h M) aient 
le signe de X. Il existe d'autre part un nombre positif e assez 
petit pour que f{a — t) soit négatif et fil-ht) positif. Si 
À est positif, les inégalités 

/•(^M)>0, /(a-e)<0 

montrent qu'il y a une racine dans l'intervalle ( — M, a — e) ; 
si X est négatif, les inégalités 

A/4-e)>0, A+MXO 

montrent qu'il y a une racine dans l'intervalle (/ -h e, -+- M) . 

160. Théorème. — Une fonction f[x) continue dans un intervalle 
(«, b) est nécessairement finie dans cet intervalle. 

Supposons en effet que la fonction f(x) ne soit pas finie dans 
Tintervaire {a, b), et montrons qu'il est impossible qu'elle soit 
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continue dans cet intervalle. Formons les deux intervalles 
la, — - — J et ( — r — , b J ; dans Tun d'eux au moins, h 
fonction f{x) n'est pas finie ; appelons cet intervalle (oi, 61; 
lai'^a, bi <^ &, &i — ai = — - — j . Nous formerons de même 

un intervalle (a», bi) ( as >> ai, ^s -^ *i, ôj — aj = — 7 — \ àam 

lequel la fonction f{x) ne sera pas finie. Et ainsi de suite indéfini- 
ment. On voit, en répétant un raisonnement déjà employé, que, 
pour n infini, a„ et bn tendent vers la même limite c. Ce nombre c 
appartient à l'intervalle (a„, bn), quel que soit n. La fonction f{x] 
est discontinue pour â? = c ; sans quoi il existerait un nombre 
positif r, tel que l'on eût | f{x) — f{c) \ < e pour toutes Ift» 
valeurs de x appartenant à l'intervalle (a, b) et différent de c de 
moins de r,. On pourrait prendre n assez grand pour que ft»— «« 
fût inférieur à r,, et alors, dans l'intervalle {a», bn), la fonction 
f{x) serait moindre en valeur absolue que e -4- | f(c} \ ; résultat 
faux, puisque f{x) n'est pas finie dans l'intervalle (a», bn). 



161. Théorème.— Soit f(x) une fonction continue et par suiu 
finie dans un intervalle {a, b). Appelons M sa limite supérieurt 
et m sa limite inférieure dans cet intervalle. Il existe dans Vinter- 
valle (a, b) deux nombres xo, xi tels qu'on ait 

f(x^) = M, f{xi) = m. 

Etablissons par exemple l'existence du nombre «0. Considéron> 
encore les deux intervalles (a, — ôt~)'-( — 5 — • ^ ) î '«^ 

limite supérieure de f(x) dans l'un de ces deux intervalles est 
nécessairement M. Cet intervalle , appelons-le (ai, bi). On a 

ai ^ a, &i -«^ b, &i — ai = —^ — Nous formerons de même 

un intervalle («s, b^) laz >- ai, ta -< ôi, &j — aa = —7—) 

dans lequel la limite supérieure de f{x) sera M. Continuons aiD>i 
indéfiniment, et appelons xo la limite commune des nombres ob 
et bn pour n infini. Ce nombre xo appartient à l'intervalle (fl»,*»,» 
quel que soit n. Il est impossible que la valeur f{xo) soit si ^ 
ricure à M ; montrons qu'elle ne peut ôtre inférieure k ce nom f. 
Supposons' f(xo) = M — e, avec £ > 0. Soit e' un non ne 
positif moindre que e. Comme la fonction f{x) est continue j 'f 
X = xoy il existe un nombre r, tel que, pour toutes les valeiu '<? 
X appartenant à l'intervalle (a, b) et différant de xq de nioin 1<? 
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r^, on ait 

(1) m)-A^o)<s'. 

Or on peut prendre n assez grand pour que la différence bn — a» 
soit moindre que t^ ; dès lors, toutes les valeurs de x appartenant 
à l'intervalle (a», bn) vérifieront Tinégalité (1), et, dans cet inter- 
valle, la fonction f{x) restera moindre que /'(a?o)-4-s' ou que 
M — (e — s'). Sa limite supérieure dans cet intervalle est donc au 
plus égaie à M — (e — e') et ne peut (Hre égale à M. On arrive 
donc k une contradiction en supposant le nombre /*(a?o) inférieur 
à M. Donc f(xo) est égal à M. 

Si nous nous reportons au sens des expressions : limite supé- 
rieure, limite inférieure, nous voyons que, f{x) étant une fonction 
continue dans un intervalle (a, b), il existe dans cet intervalle 
deux nombres xo, xi tels que, pour toutes les valeurs de x appar- 
tenant à rintervalle, on ait les deux inégalités 

f(x) - fixo) < 0, /-(û;) - f{Xi) > 0. 

Cette proposition nous servira dans le chapitre VJ pour établir 
le théorème de Rolle. 

. 162. Croissance et décroissance. — On dit qu'une fonction 
f(x) définie dans un intervalle (a, b) est croissante dans cet 
intervalle si, quels que soient les deux nombres a/, x" pris 
dans cet intervalle, la différence /*(ar') — f{x^) est différente 
de zéro et a le signe de xl—af; elle est au contraire décrois- 
sante dans l'intervalle (a, b) si, quels que soient les deux 
nombres x', sf pris dans cet intervalle, la différence /*(a/) — f[x') 
est différente de zéro et a le signe de ar" — a/. 

Soit f[x) une fonction croissante (ou décroissante) dans 
rintervalle (a, 6). Faisons croître x depuis a jusqu'à b : 
toutes les valeurs de la fonction sont comprises entre f{a) et 
f{b)\ la fonction ne peut prendre plus d'une fois aucune valeur 
comprise entre f[a) et f[b)\ enfin, si elle est continue dans 
rintervalle (a, 6), elle prend une fois et une seule toute valeur 
comprise entre f(a) et f{b). 

Dans les propositions qui vont suivre, on suppose l'intervalle 
(a, b) tel que chacune des fonctions dont il sera question y soit 
ou croissante ou décroissante. 

1® Si une fonction f[x) est croissante dans rintervalle (a, 6), 
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la fonction f[x) + A, A étant une constantCy est également crou" 
santé dans cet intervalle. Car appelons 9{x) cette fonction 
f{x) -h A. Quels que soient les deux nombres jr', x^ pris dans 
l'intervalle (a, A), on a 

o{x-) = f{af) -H A, f{7f) = f(3f) -H A, . 

d'où 

La différence o(x') — ^{x") a donc le signe de a/ — x^. 

On verrait de même que, si f{x) décroît dans rintervalle 
(a, b), f\x) -h A décroit également dans cet intervalle. On dit, 
d'une manière abrégée, que les deux fonctions f{x) et f[x) -i- A- 
varient dans le même sens. 

2* Les deux fonctions f{x) et A/*(a?), A étant une constante non 
nullCy varient dans le même sens si A est positive^ en sens con- 
traires si A est négative. Supposons, pour fixer les idées, li 
fonction f{x) croissante dans l'intervalle (a, b). Désignons par 
o{x) la fonction A/'(x). On a, quels que soient les nombres ar', 
x" appartenant à l'intervalle (a, b) : 

o(x') = Af{x% ^[x') = Af(x'), 

d'où 

o{a/)-o{2f) = X[f{x')^f{xr,. 

f[x') — f{x") a le signe de r' — x" ; il en est de même de 
o[x') — p(.r"), si A est positive; si A est négative, la diiférence 
o(a/j — o{x") a le signe de af — xf. La fonction <?(x) est 
croissante dans le premier cas, décroissante dans le second. 

En particulier, f[x) et —f[x) varient toujours en sens 
contraires. 

S'* Soit f(x) une fonction ne s' annulant pas dans Vintervallf 
(a, b) et conservant dans cet intervalle un signe invariable (cette 

seconde condition est une conséquence de la première dans 

1 

Gis OÙ la fonction est continue). La fonction -zt-t- varie en s 

contraire de fj^x). 
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Supposons la fonction f{x) croissante, et démontrons que la 

1 

fonction ^, , est décroissante. Appelons 9(0?) cette dernière 

f(x) 

fonction. Quels que soient les nombres x'^x" pris dans Tinter- 
valle (a, A), on a 

i 1 

d'où 

, .. /•(•O - f(x') 
•^ ^ ^ ^ f{x')f{x") 

Or le dénominateur de celte fraction est positif, tandis que son 
numérateur a le signe de x^ — x'. La différence o{x^) — ©(.r'') 
a donc aussi le signe de x" — x'. 

4' Soit f[x), ç>(x), ^{x)i . . . plusieurs fonctions qui varient 
toutes dans le même sens dans l'intervalle (a, b). La fonction 

f{x) H- ^{x) -H ^{x) -h . . • 

varie aussi dans ce sens. Car soit F{x) cette fonction. Supposons 
les fonctions f, o^ ^^ ... toutes croissantes. On a, quels que 
soient les deux nombres a/, x* appartenant à l'intervalle (a, b) : 

F(:p') = /-(x') + ?(x') + ^(x')4-..., 

F(x') = f(x") -V- 9(x^) -h «K^) 4- • • • , 
d'où 

F(x') - FCx"] = 7(x') - /^(x^)] 4- [c?(x') - o(x^) 1 

4.r^(xO-4/(x";;H-..-, 

et comme , par hypothèse , les différences f{x') — f(x"), 

?M — 9(^)> ^'C^')"" 4^(^)9 • • • 0"^ toutes le signe de x' - x% 
la différence F(x') — F(x^) a aussi ce signe. 

5" Soit f(x) et o(x) deux fonctions dont chacune a un signe 
invariable dans rintervalle (o, b). Si elles ont le même signe et 
qu'eUes varient dans le même sens^ le produit f{x) X 9 (x) varie 
dans ce sens commun ou dans le sens contra ire.y suivant que le 
signe commun aux deux fonctions est le signe -+- ou le signe — . 
Si elles ont des signes contraires et qu'elles varient en sens con- 
traires^ alors le produit f[x) X ç>(x) varie dans le même sens 
que celle de ces fonctions qui est négative. 
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En premier lieu, supposons les deux fonctions positives el 
croissantes, et montrons que leur produit F(x; est croissaDt. 
Quels que soient les deux nombres x^, x' pris dans Tinter- 
valle (a, ô), on a 

F(^) = /"M X ?(y;, F(x') = f{x') X ^[x'] , 

d'où 

F(x') - F(.r') = ; /•(.r') - f{x^:]o(x) -h [ç(x') - ol^\f[T'), 

égalité qui montre que F(x^) — F(x') a le signe de y — y. 

Supposons maintenant les deux fonctions /*(x), q(x) crois- 
santes mais négatives ; leur produit /"(x) x ^(x) peut s'écrire 
[— /*(x)]x[ — ?(a:)]> et» comme les deux fonctions — /'(x; 
et -r- o(x) sont f)Ositiyes et décroissantes, ce produit sera égal^ 
ment décroissant. 

Enfin, si la fonction f{x) est croissante et positive, tandis 
que la fonction ç(x) est décroissante et négative, leur produit 
F(x) est décroissant : car la fonction — F(x), produit des deai 
fonctions positives et croissantes /(x), — ïp(x), est croissante. 

Cette proposition montre, en particulier, que si une fonc- 
tion f(x) a un signe invariable dans l'intervalle (a, é), son 
carré [/"(x)]* varie dans le même sens que f{x) ou en sens 
contraire, suivant que ce signe invariable est le signe -t- on le 
signe — . 

Enfin on ne peut rien dire de général sur le prodoit 
/'(.T)Xîp(a:), ni lorsque les deux fonctions /" et <p sont de signes 
contraires et varient dans le même sens, ni lorsqu'elles ont le 
même signe et qu'elles varient en sens contraires. 

6° Une fonction /"(x) est dite paire si l'on a, quel que soit i, 
f[ — x) = /"(x); elle est dite impaire si Ton a, quel que soit x, 

Pour qu'une fonction entière soit paire, il faut et il suffit que 
ses termes soient tous de degré pair, et pour qu'elle soit impaire, 
il faut et il sufiit que ses termes soient tous de degré impair. 

Si une fonction paire ou impaire est définie dans l'intervî ' 
(a, ô), (0<a<ô), elle l'est par cela même dans l'interra 
( — ô^ — a)- et, dans ces deux intervalles^ la fonction va\ 
dans le même sens ou en sens contjmresy suivant qu'elle » 
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impaire ou paire. Cette remarque permet, dans l'étude des 
fonctions paires ou impaires, de ne considérer que les valeurs 
positives de la variable. 

163. Maximum et minimum. — On dit qu^une fonction f{x) 
passe par un maximum pour x = a, si la valeur qu'elle 
prend pour x = a est plus grande que les valeurs qu'elle 
prend pour les valeurs de x voisines de a, c'est-à-dire, d'une 
façon plus précise, s'il existe un nombre positif e tel que, pour 
toutes les valeurs de x, autres que a, appartenant à l'intervalle 
(a — e, a -h e), on ait l'inégalité f{x) — f{a) < 0. Cette con- 
dition sera sûrement remplie si la fonction est croissante dans 
l'intervalle [a — e, a) et décroissante dans l'intervalle (a, a -h e). 

De même, on dit qu'une fonction f(x) passe par un minimum 
pour X = a, si la valeur qu'elle prend pour x — a est plus 
petite que les valeurs qu'elle prend pour les valeurs de x voi- 
sines de a, c'est-à-dire, d'une façon plus précise, s'il existe un 
nombre positif e tel que, pour toutes les valeurs de a?, autres 
que a, appartenant a l'intervalle (a — e, a -f- e), on ait 
f{x) — /l[a)>0. Cette condition sera sûrement remplie si la 
fonction est décroissante dans l'intervalle (a — s, a) et crois- 
sante dans l'intervalle (a, a -f- s). 

164. Représentation graphique de la marche d*une (onction 
coniinue. — Nous commencerons par définir les coordonnées 
d'un point. 

Soit j/x, y'y deux di*oites rectangulaires se coupant en 0. 

Choisissons sur chacune d'elles un 
sens positif : le sens x'x sur la 
première, le sens y'y sur la seconde. 
On suppose, habituellement, le plan 
de la ligure vertical, la première 
droite horizontale, et, par suite, la 
seconde droite verticale; on prend 
pour sens x'x le sens de gauche 
à droite, pour sens t/'j/ le sens de 
bas en haut. Les deux axes x'x, y'y s'appellent les deux 

COR ET niEM. — TRAITÉ d'aLGÈDRE 17 
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axes de coordonnées ; a/x est l'axe des x, xfy l'axe des y. 
A un point quelconque M du plan on fait correspondre les 
deux nombres a = ÔP, 6 = ÔQ, P et Q étant les projec- 
tions orthogonales de M sur x'x et sur t/'y. Ces deux nombres 
a, b s'appellent les coordonnées du point M : a est son abscisse, 
b son ordonnée. Voici les signes de a et de ô, suivant la posi- 
tion du point M ; 



M est dans Tangle 



» 



» 



» 



» 



» 



» 



» 



» 



» 



» 



» 



,rOj/ 
x'Oy 
•rOy' 
.r'Oy' 



a 



» 



» » 



» 



est positif, b est positif ; 

» négatif, » » positif ; 

positif, » • négatif; 

» négatif, » » négatif. 



Ajoutons que, si M est sur Taxe des x, b est nul ; si M est sur 
Tare des ?/, a est nul; si M est en 0, a et b sont tous deux nuk. 
Réciproquement, à tout système de deux nombres a, b cor- 
respond un point M et un seul avant a pour abscisse et é 
pour ordonnée. Car la connaissance de a fixe sans ambiguïté 
la position de P ; de même, la connaissance de b fixe sans 
ambiguïté la position de Q ; les perpendiculaires à x'x et à j'y 
menées respectivement par les points P et Q se coupent en un 
point M. Ce point a pour abscisse a et pour ordonnée b, et 
c'est le seul point qui ait pour coordonnées a et b. 

On se dispense ordinairement de mener la droite MQ en 

remarquant que le nombre b est représenté par la valeur 

algébrique du vecteur PM. La ligne brisée OPM se nomme If 

contour des coordonnées du point M. 

Ces définitions données, considérons une fonction y =f{^) 

continue dans un intervalle (a, ^)- 
Marquons les points C et D 
ayant respectivement pour abs- 
cisses a et 6, et pour ordonnées 
— /(a) et f(b). Soit maintenant x 
un nombre quelconque comp 
entre a et 6, et soit y la val( 
correspondante de la fonctif 
Construisons le point M ayant x pour abscisse et y pour ord< 
née. A cause de la continuité de la fonction f{x), Tenserablec^ 
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points M que Ton fait ainsi correspondre aux différents nombres 
appartenante l'intervalle (a, h) forme une ligne GMD allant de 
G en D. On dit de cette ligne qu'eJte représente la marche de la 
fonction f{x), x croissant de ak b. On dit aussi que y = f{x) 
est V équation de la ligne CMD. Si cette ligne est tracée avec soin, 
elle rend intuitif le sens de la variation de f{x). Imaginons 
qu'un mobile la parcoure de gauche à droite, c'est-à-dire de 
manière que son abscisse aille constamment en croissant : tant 
que ce mobile s'élève, la fonction croît; s'il s'abaisse, elle décroît. 

Si f{x) est une fonction paire, la ligne admet Oy comme 
axe de symétrie, et, si f{x) est impaire, elle admet le point 
comme centre de symétrie. 

Pour étudier une fonction, on s'efforce de partager les inter- 
valles dans lesquels elle est définie en intervalles partiels dans 
chacun desquels elle soit ou constante ou croissante ou décrois- 
sante. Les maxima et les minima de la fonction se trouvent 
ainsi mis en évidence. Enfin, on cherche les valeurs que prend 
la fonction pour les valeurs de x qui limitent ces intervalles. 

EXERCICES 



1. Trouver la limite, pour a: = 1, de la fonction 

^ n(ii-f-l) . , . . 

-^— r — ^a?"— fia;"-*— (n — Ija;"-* 2a? — 1 

a? — 1 



n 



2. Quels sont les interTalles dans . lesquels la fonction x — y/x^ — x — 2 
est définie ? Que devient-elle quand x augmente indéfiniment : 1° par 
valeurs positives ; 2^ par valeurs négatives ? 

3. Mêmes questions pour la fonction 

2x4-3 



Zx -h v^x* — 4 

4. TrouTer la limite, pour a? =. 0, de la fonction 

v/x* -h ax -^ a^ — ^x^ — ax -+■ a^ 
y/a-hx — ^a — X 



(a>0). 



5. Classer, suivant la valeur de n, les racines des deux équations 
a?* -h a: — l = 0, ax^-\-x — a = 0. 
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Voir ce que deviennent les racines de la seconde équation : !<> quand a tend 
vers ; 2» quand a augmente indéQniment. 



0. L'équation 
At Aj 



A«^i 



X — Qx X—Ot 



\.fH-% 



X — a, 



^— Œp-rl 



X — Ûd^-ï 



X — a,, 
où tous les nombres Ai, As, . . . , A» et X sont positifs, et où l'on a 

ai < a« < .... < a^ < a^^i < .... < o^, 
admet m racines. — Qu'arrive-t-il pour X = ? 



X=0. 



III. — ÉTUDE DE QUELQUES FONCTIONS SIMPLES 

165. Fonction ax-\-b (a ^f: 0). — C'est la plus simple de 
toutes les fonctions entières. Comme toute fonction entière, elle 
est définie et continue dans l'intervalle ( — x,-hx). Elle 
varie dans le même sens que ax : elle est donc croissante ou 
décroissante, suivant que a est positif ou négatif . x augmentant 
indéfiniment par valeurs positives, y augmente indéfiniment 
par valeurs positives, si a est positif; par valeurs négatives, si 
a est négatif, x augmentant indéfiniment par valeurs néga- 
tives, y augmente indéfiniment par valeurs négatives, si a est 
positif; par valeurs positives, si a est négatif. 

En résumé, x croissant de — oo à -h oo , y croit aussi de 
- 00 à -H 00 , si a est positif; tandis que, si a est négatif, y 
décroit de -h oo à — x . Yoici la ligne représentant la marche 
de la fonction : 




X' ^x 



y^ 



a>0 



X 




Cette ligne va constamment en s'élevant dans le premier cas 




FONCTION ax + ù. 

en s'abaissant dans le second. Elle rencontre l'axe d 

point A d'abscisse > l'axe des y au point B d'oi 

b. (Sur les figures ci-dessus, on a supposé f> positir.) 
11 est facile de démontrer que celle ligne esl une droi 
posons d'abord 6 = 0, 
que l'équation devient i 
Prenons sur x'x le point A 
OA soit égal à +1, puis 
perpendiculaire à Ox me 
A, le point B tel que 
égal à a. Les deux pointe 
appartiennent à la lign 
yi=ax pour équation ; m 
que cette ligne est la dn 
Soit en effet P un point quelconque de x^x (OP = x 
la perpendiculaire à ifx menée par P prenons le poin 
i|ue PH soit égal à or, et soit M' le point de renco 
cette perpendiculaire avec OB. L'honiothétie des deux ti 
OAB, OPM' donne 

PM' _ ÔP m X 

ÂB ~ ÔÂ ' « " 1 ' 

d'oii PM' = oi = PM. Les points M el M' sont donc 
dus. Le point H est donc bien sur la droite OB. 

Réciproquement, toute droite passant par l'origine, sa 

peut être représentée par une équation de la forme j 

Car soit M) une telle droite. 

nouveau A le point de x'j: d'; 

+ I, et ap{)elons B le point 

contre de D'D avec la paralR 

mencepar A. L'équation y = 

représente la droite D'D. En 

lier l'axe des x esl représe 

l'équation y = 0. 

Si a est positif, la droite 

présentée par l'équation y = ax est située dans les 
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arOy, a/Oy' ; si a est négatif, elle est située dans les angles xOy\ 
a/Oy, Supposons que a dépende d'une variable t, et que, / 
tendant vers fi, a augmente indéfiniment. Alors la longueur 
AB (voir les figures précédentes) augmente indéfiniment, et 
Tangle aigu de lyD avec y'y tend vers 0. La droite D'D tend 
donc à se placer sur Taxe des y quand t tend vers U, 

Supposons maintenant b:^0. Imaginons, d'une manière 
générale, qu'on ait construit la ligne G ayant pour équation 

y = f{x), et soit G' la ligne ayant 
pour équation y = f{x) -hé. M et 
M' étant des points de ces deux li- 
gnes ayant la même abscisse x, on a 
MM' = b: la ligne G' se déduit donc 
de la ligne G par la translation rec- 
tiligne 00', 0' étant le point de 
l'axe des y tel que 00' soit égal à b. 
Or l'équation y = ax représenta 
une droite D passant par : donc 
l'équation y = ax -h 6 représente la droite ly parallèle à D 
menée par 0'. 

Réciproquement, toute droite D' non parallèle à Oy peut 
être représentée par une équation de la forme y = ax-hb- 
Gar soit 0' le point de rencontre de D' avec Oy, et soit D la 
parallèle à IK menée par 0. y = ax étant l'équation de D, 
y = aa? -h 00' sera l'équation de U, 

Cherchons en particulier l'équation de la droite FP* qui joint 
deux points donnés F(x', y') et P(ar', y"). Nous supposons 
.r' ^ x\ Il suffit de résoudre par rapport à a et à & les deux 
équations 




y' = ax'-\'by 



On en tire 



a == 



y' - y" 

x' - .r" 



if = ax'-hb. 



* = '^-|^^' 



de sorte que la droite FF a pour équation 



y-î/' = 7ll|-^^— '^')- 



FONCTION ax* -i- bx -i- c . 

166. Plus généralement, le lieu géométrique des points 
les coordonnées vérilient l'équation ax+ày~i'C = (o 
n'étant pas nuls simultanément) est une droite. Car, si 
dififérent de 0, cette équation peut s'écrire y = — — ,r 
et représente une droite ; si i est égal à 0, l'équation d( 
■f = — — et représente la parallèle à Oy dont tous les j 
ont pour abscisse 

Cette remarque permet d'interpréter géométriquemcL 
résultats de la discussion, laite dans le chapitre II, d'un sy- 
de deux équations du premier degré à deux inconnues. 

Considérons le système 

(i) ax + by-hc = 0, a'x + à'y-hc' ~0. 

Ces deux équations représentent respectivement deux droi 
et Jy. Si le système (1) admet la solution x = j/, y 
les deux droites ont en commun le point (y, y') ; récipn 
ment, si les deux droites ont en commun le point (jf, y 
système (1) admet la solution x = x\ y = y'. 

Cela posé, si af — a'è est différent de 0, le systèra 
admet une solution unique. Les droites D, Lf sont "donc 
courantes, et leur point de rencontre a pour coordonnées 

x' = — '^' ~ "^'^ , ' — _ "c' - à'c 

ab'~a'à' ^ ~ ab'—a'b' 

Si ab" — a'b est égal à 0, cb' — db et ac' — a'c n' 
pas nuls simultanément, les équations {{) sont incompatibi 
les deux droites n'ont pas de point commun : elles sont parai 
Si entin les nombres ab' ~ a'b, cb' — tfb, ac' — a'c 
tous les trois nuls, les deux équations (1) sont équivalent, 
les deux droites D, U sont confondues. 

167. Fonction ax^-i-bx-y-c (a ^ 0). -Elle est con 
dans l'intervalle (-x, -t-x). Pour étudier le sens ( 
variation, écrivons-la ainsi : 

(., . = .(x + ^)V., avec .- = Î21zi:. 
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;tle forme, on voit qu'elle varie dans le même sens que 

h V 
-5— 1 1 cl par conséquent dans le même sens que 

— J ou dans le sens contraire, suivant que a est positif 

atif. Or la l'onction -r-i--3— est croissanle dans l'in- 
ïa 

(—oc, +5c); elle est d'ailleurs négative pour 



2a 



et posilive pour j- > ___ ; |a fonction 



est donc décroissante dans l'intervalle ( —00 



H-é) 



santé dans l'intervalle 1 — -5—. +00 i. Il en est de 

le y si a est positif; tandis que, si a est négatif, y 
is le premier intervalle et décroit dans le second. EnKn 
ente indéliniment en même temps que x, et cela par 
positives on par valeurs négatives, suivant que a est 
u négatif. 
ille de ce qui précède <iuc, pour x = — -^ , y passe 

nasimum ou par un minimum : c'est un maximum si a 

lif, un minimum si a est positif, et k est la valeur de 

mum ou de ce minimum. On pouvait voir immédia- 

à l'aide de l'expression (1) de y, que A- est, dans le 

cas, la plus grande valeur de y, et, dans le second, la 

ite. 

iumé, on a le tableau suivant : 



-» 








+ 0C 


+ x 


décroit 


k 


croit 


H-5C 



r 


— « 




■ia 




^-x 


y 


-«. 


croit 


k 
maximum. 


décroit 
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Voici maintenant la ligne représentant la variation de y : 
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y 












z' 


6 


JS 








^ 




\ 




1 


/o 

/a<0 


A 


\ 


X 

\ 


1 


y 




* 




\ 



On a pris OA = — 5-» AB = A*, et on a supposé OA et AB 

positifs. 

En se reportant à la forme sous laquelle on a mis la 
fonction y^ on voit qu'à deux valeurs de x équidistantes de 

— -— - » — a et — — — ha, correspondent deux 

2a 2a 2a ^ 

valeurs de y égales toutes deux à aa' 4- k. Il suit de là que 
la ligne représentant la marche de la fonction y admet la droite 

X = — ;r— comme axe de symétrie. Construisons, en effet, 
2a 

les deux points de la ligne cor- 
B respondant à ces deux valeurs 

de X. Les points C et D de 
x'x tels qu'on ait 




OC = — TT- 4- 



b_ 

2â 



OD = — 4- — 



h 

ta 



sont symétriques par rapport au point A, car on a 



AC = + ot, 



AD = — a, 



AC-hAD = 0. 



Les perpendiculaires à x!x menées par ces points C, D sont 



\ 
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donc symétriques par rapport à AB. Enfin les points E, F de 
ces droites tels qu'on ait CE = DF = aa* -h A: sont également 
symétriques par rapport à AB : les points de la ligne sont donc 
bien deux à deux symétriques par rapport à AB. 

Supposons a positif. Il résulte de la continuité de la fonction 
que, X croissant de — xi à -f- oo , la fonction passe deux fois 
par chaque valeur supérieure à A*; elle ne prend qu'une fois la 
valeur k; enfin elle ne prend aucune valeur inférieure à k. 
Ces résultats sont rendus intuitifs de la manière suivante : ima- 
ginons qu'on ait construit la ligne L représentant la marche 
d'une fonction /"(x), x croissant de a à 6. Les valeurs de j- 
appartenant à l'intervalle (a, h) pour lesquelles /\x) prend 
une valeur donnée X sont les abscisses des points communs à 
la ligne L et à la parallèle à x'x dont tous les points ont pour 
ordonnée À. Il suffit donc de compter ces points pour savoir 
combien de fois f{x) prend la valeur X. Dans le cas présent, 
si nous nous reportons à la première figure, nous voyons que 
toute parallèle à x'x située au-dessus de z'z a deux points 
communs avec la ligne; z'z n'a en commun avec la ligne que le 
point B ; enfin une parallèle à â/x située au-dessous de z'z 
ne rencontre pas la ligne. 

Cherchons en particulier combien de fois la fonction prend 
la valeur 0. Cela dépend du signe de k, qui est celui de 



ïac — ù^. Si 



^4ac 



b^ 




X) 



tive dans l'intervalle (xj, 

à 0, la fonction ne s'annule que pour x = 



est supérieur à 0, la fonction ne 
s'annule jamais et reste positive 
quel que soit x (c'est le cas de la 
première figure). Si 4ac — 6* est 
inférieur à 0, la fonction s'annule 
pour deux valeurs de x, Xi et x, ; 
la ligne coupe x'x en deux points 
D, E, symétriques par rapport à A ; 
la fonction y est positive dans l'in- 
tervalle (— 00 , X,), négative dans 
l'intervalle (x,, x,), de nouveau posi- 
Enfin si kac — b* est égal 




^«^Wii 



9E9 



an 



aOR 
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a en commun avec x'a: le seul point A ; y est positive pour 

toute valeur de x autre que — -^r— • 

2a 

Nous retrouvons ainsi, dans le cas de 
a positif, des résultats démontrés 
directement dans le chapitre III. On 
ferait une discussion analogue en 
supposant a négatif. 
Remarquons enfin que, si iac — b^ est inférieur à 0, la 
valeur de x qui fait passer la fonction par un maximum ou 

par un minimum est ' — ^i xi et a?2 étant les deux racines 

z 

du 'trinôme ax* -h 6x H- c, et que, si 4ac — à^ est égal à 0, 
cette valeur de x est celle qui annule le trinôme. Cette remarque 
sert toutes les fois que Ton peut trouver les racines du tri- 
nome sans être obligé de l'ordonner. ' 



168. Proposons-nous maintenant d'étudier la variation de la 

fonction y lorsque x croît, non de — oo à -f-oo, mais de a 

b ' > 
à ^. On cherchera la position de — -3- par rapport à a et à p. 

Pour — — <CoL, 1/ est croissante ou décroissante dans l'in- 
tervalle (x, ^), suivant que a est positif ou négatif . 

b 
Pour a < — "3" < ?» y 6St décroissante dans l'intervalle 

fa, — — j et croissante dans Tintcrvalle ( — -5— > p J, si a 

est positif; tandis que, si a est négatif, elle est croissante dans 

le premier intervalle et décroissante dans le second. 

b 



Enfin pour P < — 



2a 



y décroît ou croît dans Tintervalle 



(a, P), suivant que a est positif ou négatif. 



169. Applications. — 1" Étudier la variation du produit de 
deux nombres variables dont la somme est constante. 

Soit a la valeur constante de la somme des deux nombres. 
X désignant Tun de ces nombres, l'autre sera a — x, et la 
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fonction à étudier est x[a — x). C'est une fonction entière et 
du second degré, qui s'annule pour x = et pour x = a, 
et dans laquelle le coefficient de ar* est — 1. Cette fonction 

est donc croissante dans l'intervalle f — oo, — ■ ), décroissante 
dans Tintervalle ( -5-, H- oc J ; elle est maxima pour a: = -— • 

D'ailleurs -3- est la valeur unique de x pour laquelle les deux 

nombres x, a — x soient égaux ; on voit donc que le produit 
de deux nombres variables dont la somme est constante est maxi- 
mum quand ces deux nombres sont égaux, 

i"" Quel est, suivant la valeur de X, le nombre des racines de 
l'équation 

(1) (x— a)(x — 6) = X? (a<b). 

Pour le voir, étudions la fonction 

y = (07— a)(ar — *), 

et cherchons combien de fois, x croissant de — 00 à -h oc, 
elle prend la valeur X. y est une fonction entière et du second 
degré, qui s'annule pour x = a et pour x = b, et dans 
laquelle le coefficient de x* est -f- 1 . Cette fonction est donc 

décroissante dans l'intervalle ( — 00, — - — j 

/ a-^-b \ ^ a-hb 



et croissante 



dans l'intervalle 



Pour x = 



passe par un minimum, et la valeur de ce minimum est 



elle 



k = 



a-f-6 



a 



— a 



-')=- 



(a-by 




2 V ~ 4 

Si donc X est inférieur à A:, 
l'équation (l) n'a aucune racine; 
si X est égal à k, elle admet la 

a-hb 



racine double 



si X est 



on a a < a'i < Xj < A ; 



supérieur à A, elle admet deux 

racines distinctes Xi et x^. Dans 

ce dernier cas, si X est négatif, 

si X est nul , on a Xt = a et 



FONCTION ax* -+-bx-hc. 

Xj = 6 ; enliii si X est positif, on a j, < a < 6 < ij. 

résultats devieDDCnt intuitifs au moyen de la ligne ci-dessi 

représente la variation de y. 

' On donne une droite zz', et, d'un même coté de 
droite, un cercle 
rayon R tangent à 
un triangle ABC de 
hase BC est égale à 
dont la hauteur est 
à 3R, Une parallèle 
coupe le cercle en M, 
les côtés AB, AC du tr 

en P, Q. Etudier la variation de MN'+PÛ*. 

Appelons X la distance des deux droites zz' et MNPQ 

la somme Î^V PQ*. On a 

PQ = ''"'"~^' . MN = ix{m-x), 

et par suite 

ou, en ordonnant, 




9R» 



-6{a'-i2R^)R3:-i-,9(i»R«] 



. A 1 3(fl' — i 

X croissant de — oo à +oo , y passe, pour x — — - — - 

= Xx, par un maximum si a' — 36R" est <; 0, p: 

minimum si a' — 36R' est > 0, Mais nous n'avons à 

varier x que de à 2R. Voyons donc la position 

par rapport à et 2R. L'inégalité t, > équivî 

(a' — 12R')(a» — 36R=) > ; elle a lieu pour a^ < 12 

pour a'>36R^ L'inégalité ar,<2R équivautà X| — 21 

ou R^^^||^<0; elle a lien pour a' < 3611'. . 

pour a^<12R', ona 0<a;,<2R; pour 12R'<«'< 

on a X, < ; pour a' > 36U', on a j-, > 2R. 



r 
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Voici dès lors le tableau qui indi 
T 



(12R'<a'<36R') 



(<i'>36R'J 



La ligne représentant la marche 
suivante : 




(a' < 12R'j 



[I2B' < <,' 



Une fois qu'on a construit cetU 
ment indiquer le nombre des sohit 
mener à la droite :::' une parailèli 
égale à '>■■ Il suffît de compter le: 
ligne avec la parallèle à Oj: dont 1' 
que, pour «' < 12R^ le probli 
plus petit que -jr- ou plus grand q 

si X est compris entre -^- et a', 
compris entre a' et i/t. Pour a 
impossible si X est plus petit que 
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ax -^ b 
a'x + b' 
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o' 



et il admet une solution et une seule si > est compris entre -^ 

et a*. Nous retrouvons ainsi, d'une manière indirecte, les 
résultats de la discussion faite dans le chapitre III. 

OLX -f" b 

170. Fonction -r 7-, 9 (a' =?^ 0). —Si ab'^a!b est nul, 

a'x 4- b 

la valeur de a?, 75 qui annule le dénominateur annule aussi 

a 

le numérateur ; on a dès lors y = — ; 57-;- -> et la fonction y 



"'(^-^-7) 



a 



est, comme on le savait d'ailleurs déjà, égale à -y pour toute 

valeur de x autre que • 

a 

Supposons ab' —a'bz^Q^ et étudions d'abord la fonction 

1 

î/ = -5 (a^fiO). Elle est définie et continue dans les 

•' ax-^ b ^ ^ ^ 

deux intervalles 



(-*' —7-^)' (-T 



X 



)■ 



Dans chacun de ces intervalles, le dénominateur ax-^b ne 
s'annule pas et conserve un signe invariable : donc 'y varie en 
sens contraire de ce dénominateur. La fonction y est donc 
décroissante si a est positif et croissante si a est négatif. Elle 
tend vers zéro quand x augmente indéfiniment, et saute de 
— 00 à+oo oude-hoo à — 00 quand x atteint et dépasse 

la valeur > suivant que a est positif ou négatif. On a 



a 



donc le tableau suivant : 



f«>0) 



(a<0) 



x 


— 00 




b 
a 




H-X 


y 

X 




— 00 


décroit 


— X -f-x 

b 
a 


décroît 




-f-00 


y 





croît 


-hx — X 


croît 






;ae c 
>0. ] 



incG I 

csdei 

.rquoi 

_i. 
a 

)posé< 

ent SI 
loint 

QHS à 

d(!lini 



ène ] 
1 



ah' 
pour quotient et b p pour reste ; on a donc 



n-', 



-(ai' — o'») 



y varie donc dans le même sens que 



-a'b)- 



■ a\a'x + b') 
et par suite dans le même sens que 
contraire, selon que ab' — àb est positif ou négatif. Si 
ab' — a'b est > 0, la fonction y croit dans les deux intervalles 
où elle est définie et continue. Si ab' — a'b est <;0, elle 
décroit dans ces deux interralles. On a donc le tableau suivant : 



(ai' — fl'6>0) 



On voit ici la ligne représentant la marche de la fonction dans 
le cas où ab' — a'b est>0. 









b' 








X 


— ce 




a' 










a 




1 






a 


y 




croit 




X 


croit 








1 









X 


-x 




b' 




-t-ao 


y 


7 


décroit 


— « +00 


décroit 


a 

a' 





y 


B 


' 




^ 




J. 


o'(-J'.s.) 


t 






r^^ 


D 







z' 


[ 


X 



Les deux branches MB, NG 
sont asymptotes i la pa- 
rallèle à y'y, î'ï, d'abs- 
cisse ; ■ Quant aux 

deux branches MA, ND, 
elles sont asymptotes, non 
à x'x, mais à la parallèle 
à 3^x, l't, d'ordonnée —7 ■ 
Comme précédemment, le 
point de rencontre 0' des 
deux asymptotes , point 
ligne : 



d'abscisse r et d'ordonnée -7' est centre 

a a 

COR ET nUN. — TRAITA Li'*LOËBRE 
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y b' 

car à deux valeurs de x équidistantes de r ' r — » 

a a 

b' 
et y -h a, correspondent deux valeurs de y équidistantes 

. a a ab' — a'b a ab' — a'b 

de —1 —-H' — r^ — et -y 



don I OJP I /j 

471. Fonction -r— .^ a et a' n'étant pas nuls 

simultanément.— Nous allons étudier cette fonction dans les 
trois cas particuliers suivants : 

1° R = 0; 

2° R 7^ 0, a' = ; 

3<> Ry^O, a!:^Q, a^ — a'* = 0, 

avec 

R = (aA' _ a'ô)(éc' _ 6'c) - [ad — a'c)». 

Dans le premier cas, on est i^amené à des fonctions connues. 
Supposons aa' :;£ ; si ab' — a'b est z^ 0, il existe une 

valeur de a?, — r. :■ = x\ annulant à la fois le numérateur 

ab' — ab 

et le dénominateur de y. On a alors 

[x — x'){ax -h P) 



^^ [x^x')(a'x-^.^'y 

^ = or' -h 6, p' = aV -H b', 

d'où 

ap'- a'p = ab'-a'b, 

et, pour toute valeur de x autre que a/, la fonction y a la 
même valeur que la fonction déjà étudiée 

Si ab'-^a'b est égal à 0, on a l'identité 

ax'^ ->r bx-\-c ^—r ia'x^ -+- ô'a: H- c'), 

a 
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; n'annulant pas le dénominateur, y 

|ue ces conclusions subsistent pour 
ib' ^0, on a 

X autre que -r--p ' î/ ^ '^ même 



i commencerons par 



npaire, il suffit de donner à x des 
ludierons donc seulement dans l'in- 
elle est définie et continue. La fonc- 

1 . . 

ne sens nue — ou en sens contraire, 
' X 

)u négatif. Nous sommes ainsi amenés 

t celui où m est <; 0. Alors la fonc- 
rvalle (-+- e, + X ), et il en est de 
te indéfiniment par valeurs néga- 
iilires, selon que x tend vers ou 
r valeurs positives. 

ite la variation de la l'oucllon dans 
^a branche infinie MA est asymptoteà 
jpe l'axe dos x a pour abscisse + /m . 
ngics xOy, x'Oy'. Nous allons montrer 
e y'Oz et <iue la brandie infinie MB 
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Soit en effet E un point quelconque de AMB ; appelons F 

et 6 les points où la 
parallèle à y'y me- 
née par E rencontre 

x'x et z'z: on a : 

ÔF=x, 

.r 
FG = x 
(car Oz est bissectrice 
de xOy). Donc 

GÊ = FE— FG=:— , 

X 

qui est négatif. Le point E est donc au-dessous de G, et la 
ligne AMB est tout entière dans Tangle y'Oz, Enfin la lon- 




gueur 



m 



GE = tend vers zéro quand x augmente indéfi- 

X 

niment, c'est-à-dire quand E s'éloigne à Tinfini sur MB; 
a fortiori la distance du point E à O2 tend vers zéro, et la 
branche MB est asymptote à Oz. La ligne CND, qui repré- 
sente la variation de la fonction dans Tintervalle ( — x , — e), 
est symétrique de AMB par rapport au point 0, d'après une 
remarque déjà faite. 

Supposons maintenant m positif. Alors y a évidemment le 
même signe que x. Par suite y varie dans le même sens que y', 
puisque x est positif. Or on peut écrire 



»•=('-?) 



4m. 



m 



Dans rintervalle (-+-£, -H x ), la fonction x '- croit; elle 

est négative pour x < -h /m , positive pour a? > h- /m . 
La fonction y^ est donc décroissante dans l'intervalle (-t-e,-!-/»»} 
et croissante dans l'intervalle (^-V^m, -^-oo), et il en est de 
même de y. Enfin y augmente indéfiniment par valeurs posi- 
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X 

tires quand x tend vers ou augmente indéliniment 
valeurs positives. 

En résumé, on a te tableau suivant : 



,u« 



On voit ici la 
qui représente 1 
nation de y; les 
branches MB, NC 
asymptotes à y'j 
deux branches 
ND sont asym[ 
à z'z ; sculenic 
ligne est située 
les angles y'O:', 
Danslecasob m 
< 0, toute parai 
l'x coupait la 
en deux points;! 
que, dans le cas 
sent, une parall 
j^x dont l'ordonnée est comprise entre — 2^m et H-2/m 
aucun point commun avec la ligne. L'origine est encor 
centre de symétrie. 

Remarque. — Nous venons d'étudier la variation de la soi 
de deuK nombres positifs variables dont le produit est cons 
En effet, si l'on appelle m ce produit, et x l'un des nom 
l'autre est — i et leur somme est x -h — ■ Celte somm 

I X 

minima pour x-=^m', or, pour x=^m, lesdeuxte 
de la somme sont égaux, et pour toute autre valeur posili» 
:r, ils sont différents. On a donc la proposition suivante : 

La somme de deux nombres positifs variables dont le pr< 
est constant est minima quand ces nombres sont égaux. 



/l 



278 FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 

Arrivons au cas général : 

a est certainement :^ 0. Pour à' = 0, on est ramené à une 
fonction connue ; soit donc b' zpt 0. Nous pouvons toujours 
supposer b' positif :. car si 6' était négatif, nous commencerions 
par mettre y sous la forme 

— ax- — bx— c 
'-b'x-'d 

Divisons le numérateur . ax^ -^ ôxh- c par le dénominatair 
b'x-\-c!'y nous obtiendrons un quotient du !«"■ degré ax-f/ 

( a = — j et un reste y qui n'est pas nul, car R ^f: signifie 
que le numérateur ne s'annule pas pour x = — —- On a 



b' 



donc 

ï 



ô. 



(1) y = ^^^^^^ 

ce qu'on peut écrire 

en posant 

a a b' 

On en tire 

j/ =— (z-H-T-JH-o, avec z = 6 a: ^- r . 

Puisque b' est positif, a: croissant de — oo à -hoc , s croit égalé- 
es 

ment de — x à -h oo . Pour a: = — —^ * s'annule, et la 

b 

m 
fonction est discontinue. Nous savons comment varie s H — 

d c' 

(juand X croît de — oo à — -p — e, puis de — F "*" ^ 

X ; y varie dans le même sens ou en sens contraire, suivan 
a a 
V^ J' 



que -jr = j^ est positif ou négatif. 



iJ 



1 
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173. Pour traiter le troisième cas, nous commencerons par 

étudier la fonction 

1 



ax^ + te -h c 

Supposons, pour fixer les idées, a positif, et subdivisons ce cas 
en trois autres, suivant le signe de kac — *.* : 

1° 4ac — ^*>0. y est alors continue dans l'intervalle 
( — 00, 4-00 ). Le dénominateur, qui n'est jamais nul, décroît 

dans l'intervalle (— oo, — — \ et croît dans l'intervalle 

( 5— » H- 00 ) ; la fonction y croît donc dans le premier 

intervalle et décroît dans le second, x augmentant indéfiniment, 
y tend vers 0. On a donc le tableau suivant : 



X — 



{k.ac -b^Xi) 



y 



— 00 




b 
2a 







croit 


kac — 6* 


décroit 



00 



maximum. 







La ligne représentant la marche de y est figurée ci-contre. Nous 

B n'avons pas marqué l'axe 

des y , A est le point de 

l'axe des x don t l'abscisse 

b 




est — 



gueur AB est égale à 



4a 



ta 



et la Ion- 



La droite AB est un axe de 



kac — b^ 

symétrie de la ligne, car à deux valeurs de x équidistantes de 

b 
— -5— correspondent deux valeurs égales de y. Cette conclusion 

subsiste dans les deux cas suivants. 

2*» Supposons 4ac — 6^ = 0. Alors y devient infinie pour 

a? = — —; elle est continue dans les deux intervalles 



(-*' -^- 



£ > 



\ 2a 



+ e, +« 



)• 



r 
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Le dénominateur décroît sans s'annuler dans le premier inter- 
valle, croît sans s'annuler dans le second : donc y croit dans le 

premier intervalle et décroît dans le second, x tendant vers 

b 
— — 9 y augmente indéfiniment par valeure positives ; 

X augmentant indéfiniment, y tend vers 0. On a donc le 
tableau suivant : 



(4ac -^2^0) 



X — 



y 



— OD 







croît 



10" 



00 



00 



décr. 



'X 







B 



La ligne représen- 
tant la marche de 
y a la forme ci- 
contre. C'est la pré- 
cédente dans la- 
quelle le point le 
plus haut, 6, s'est 
éloigné à l'infini. 
S*» Enfin suppo- 
sons 4ac— 6*<0. 
Alors ax^-^bx-^c 
s'annule pourdeux 
valeurs de x ; appelons Xi la plus petite de ces deux valeurs 
et X2 la plus grande. Ces deux valeurs de x rendent y infinie; 
y est continue dans les trois intervalles 

(—00, x, — s), (ari-l-E, Xj — e), (arj-he, -h ce). 

Le dénominateur de y décroît sans s'annuler dans le premier 
intervalle et croît sans s'annuler dans le troisième : donc y croît 
dans le premier intervalle et décroît dans le troisième. Le second 

b Xi-hx^ 




intervalle comprend la valeur 



2a 



2 



ax* 4- éx -+- f 



décroît sans s'annuler dans l'intervalle (ari-hE, — — \ 



croît sans s'annuler dans l'intervalle 



( 



ia 



Xt — E ) : 



y croi 



donc dans le premier de ces intervalles et décroît dans le second. 
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a'x^ 



b'x 
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X atteignant et dépassant la valeur Xi, t/ saute de +ao à — 
X atteignant et dépassant la valeur Xj, y saute de — oo à 
-*- 00 ; enfin, x augmentant indéfiniment, y tend vers 0. En 
résumé, on a le tableau suivant : 



(4ac— 6»<0) — 



— 00 


cr. 


0^1 


cr. 


h 
2a 




Xt 







-f-oe 


00 


Aa 


décr. 


00 


-h 00 


décr. 


iac-b^ 



30 



maximum. 



Dans le cas actuel^ la ligne représentant la marche de y admet 




X' 



C 



('à') 




X 



D' 



trois asymptotes : d'abord x'x (comme dans les deux cas précé- 
dents), ensuite les deux parallèles à t/'y, G'G, D'D, d'abscisses Xi 

4a 

et or,. La longueur AB, égale à —- -, rr » doit être portée 

iac — 0^ 

au-dessous de l'axe des x. 

On peut ramener à ce cas particulier l'étude de la fonction 

QX^ i OX *^~ C 

égal à 0. Car divisons ax-'^-bx-hc par a'x^ -\- b'x -^ c' ; 

t . j 1 . ^ . - «C — de ^ 

nous obtiendrons le quotient — r et le reste ; Ce 

a a 

reste n'est pas nul, sans quoi R serait nul. Dès lors on a 
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a ad — a!c o. , , , . 4 



y varie donc dans le même sens que 

1 

— (ad — a'c) „ , ^ r-, -5 

et nous sommes ramenés au cas précédent. La forme de la 
ligne représentant la marche de t/ dépend du signe de 4aV— ^'^ 
Cette ligne est asymptote non à Taxe des x, mais à la parallèle à 

x!x d'ordonnée — r » et elle admet pour axe de symétrie la 

a 

h' 
parallèle à j/'j/ d'abscisse — ^,. 

174. Il nous reste à étudier la fonction 



_ ax^ -f- hx 
^ ^ dj^ -^ 6'x -H d 

dans le cas général, c'est-à-dire en supposant différents de les 
trois nombres R, a', ab' — db. Nous ne ferons la discussion 
complète que dans le chapitre VI. Nous nous bornerons pour le 
moment à indiquer un moyen élémentaire de la faire. 

Si l'on divise ox* -F- ^x -h c par a'x^ -F- b'x h- c', on obtient 

a 1 

le quotient —r et le reste r K^^' — «'^)^ H- «<^' — û'c\ On 

a a 

a donc 

a [ab' — a'b)x -h ad — a'c 
^ ^ V a\a'x^ -h b'x 4- d) ■ ' 

ce qu'on peut écrire ainsi : 

a i a'[a'x^ -H b'x -\- d) 

y = -1 ' avec u = -^—r- — ; r- 

•^ a u (ah — ab)x-\-ac — ac 

Or nous savons étudier la variation de cette fonction w. Dans 

un intervalle dans lequel u est continue et ne s'annule pas 

i 

y est continue et varie en sens contraire de — s et par suite dan 

le même sens que u . 



1. Étudier la varinlion de In Tonction 

Application: calculer la dislance du point {a, b] à la droite y = 
9u, plus géDéralement, à In di'oite Aa; -4~ Rv + ^ = 0. 

3. Ëtudier la varintlon de In fonction 

p = ipj! -t- g)' -1- (p'x + çV + [p"x ■+■ î'ï. 



3. Trouver un trinôme du second degré s'njinulant pour x = a, 
et admettant k pour maximum 



4. On donne deux axes rectangulaires x'x, y'y, et, sur x'x, deux po 
et \\ l'un sur Ox, l'autre sur Ox', et dont les distances au point ( 
a et a' (a > a'). On considère deux cercles ayant pour centres ri 
Urs A, A', et se coupant orthogonalement sur y'y. La droite d'absc 
les coupe en B, C, B', C : étudier la Tariation do y = B^+ Wc'- 



&. On considère un triangle ABC di 
cùté BC ast égal A a et la hauteur corrc 
dante égale à h. On mène DE parallèle 
A une distance x de KO ; on conslruil I 
Uingle DEFG, puis le triangle équilatéral 
et on demande d'étudier la viirintion de 
du pentagone DEFUG, x croissant de 



0. On donne un cercle de rayon R, t£ 

à une droite A, et sur ^ deux points B, < 

" la distance est égale k !R ; enfin un p 

situé par rapport h A du même cdtê i 

cercle et à uneldistance h de a. On mène une parallèle ik 4, qui co 

cercle en H et N el les deux droites AB, AC en P et (1 : étudier la 

lion de la somme M^ + PQ ■ 




7. Etudier la variation de la fonction x" +px' - 



8. On donne un cercle el on considère un point P mobile su 
droite passant par le centre. On mène du point P les tangentes PA 
et on trace les cercles tingents au cercle et inscrits dans l'angle 
rtudier la variation des rayons de res cercles. 
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9, On donne deux axes rectangulaires x'x, j^y et un cercle I de rayon K 
tangent à .c'x au point 0. Sur le'x on fait glisser une portion de i]roite AB 
de longueur coiistanle 2a. Soit u le centre du rercle passant par les 
points A et B, et tangent au cercle I : Étudier la variation de l'ordoani'v 
A,. n..i„i ... ^„ n.on«Bi „«.... '•-i"ble indépendante l'abscisse de ce point. 

:t)on 



dses carrées, l'un de première, l'autre 
ises communes ; l'une de ces bases a nn 
riable x : étudier la variation du rap- 
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I. - ÉTUDE DE L\ FONCTION EXPONENTIELLE 

175. Soit a un nombre poïid/que nous supposerons différent 
de l'unité. On délinit, en arithmétique, l'expression a', dans 
laquelle x est un nombre arithmétique rationnel. Si x est un 
entier positif m, a' est le produit de m nombres égaux à a; 
si X est une fraction positive — - l'expression a' représente 
le même nombre que l'expression J/a'', c'est-à-dire le nombre 
anthmétique dont la puissance q""" est égale à a'\ Kniin on 
convient que le symbole a° représente l'unilé, quel que soit a. 
Un démontre que, quels que soient les nombres rationnels 
positifs j- et i", on a : 

a' X a-' = a'-^'\ {a'f = a"" . 

Cela posé, considérons la fraction — > dans laquelle x et x' 
sont deux nombres rationnels positifs. Si x est plus grand que j^, 
elle est égale à a'-'', car on a : a'~''xa'' = a'"'+'' ^rz a'. 
Si X estégalà a^, clic est égale à 1. Or, dans ce cas, l'expres- 
sion a'~'' représente le nombre 1, Donc, pour i > y, on 



Supposons maintena 
la fraction —, est égal 
fraction de la forme 
symbole ar". Alors n 

€1^''; de sorte que 1 

que soient les nombre: 

Remarquons imméd 

précédente, les deux 
même nombre, alors 
n^tif — m'. Car on a 



176. L'expression a' 
tes valeurs rationnelle: 
irrationnel. Pour cela, 
vantes. 

l' Que! que soit le no 
2° Supposons a > 
que 1 si ar est positif. ( 
le produit de m fac 
fraction — t a' est 
supérieure à 1. Si x 
soit x = —x'; on a 
est plus grand que 1. 
pour .r positif que i 
que a' est plus grand 
en disant que ta diffé\ 
de — .r, suivant que a 
proposition n'est qu'u 
j^énérdle que nous i^'tali 
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3° Quels que toienl les nombres rationnels x et ^, on a 
a' X a'' = a'-*-*'. 

Cette égalité aété démontrée en arithmétique dans le cas 
et 3/ sont tous deux positifs. Supposons qu'il n'en soit pas a 
Appelons p et p' leurs valeurs absolues, et distinguons 
cas, suivant que x et af sont l'un positif et l'autre négati 
tous deux négatifs. 

Si d'abord x est égal à p et jt" à — p', on a 

i ("■ ■ ^^ 

a'xa' — a' X —, = — = a'~' = a'^ . 
a' flf 

Supposons maintenant que x soit égala — p et ^ à 

Od a alors 

^. _ \_ £ _ 1 _ J _^^_^^,, _ ,^ 

~ af II'' ~ o'Xû"' " a'+>' ~ ~ 

De là résulte que, quels que soient les nombres ralionn' 

et x", on a 



Car on a 

4° Quels que soient les nombres rationnels .c et x', la i 
rence a' — a'' a le signe de x — x' ou le signe de x" 
suivant que a est plus grand ou plus petit que 1. 

On a, en effet, d'après ce qui précède, 

a' = é'-'^'|+^^ = (t^'- x«^', 
et par suite 

a'-o' =»'■(«-'■ -1). 

Or, en vertu de la première remarque, a'' est positif, el 
vertu de la seconde, a'~'' — I a le signe de x ~ y c 
signe de x' — x, suivant que a est plus grand ou plus 
que 1. La proposition est donc établie. 

177. La définition que nous allons donner de a' dans li 
où X est irrationnel est construite de manière à êtreappli( 
dans le cas où x est rationnel. Pour lixer les idées, nous su 
serons a plus grand que 1. 
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Soit X un nombre quelconque, rationnel ou irratioiiJM! 
Appelons a un nombre rationnel quelconque plus petit que r. 
et p un nombre rationnel quelconque plus grand que x. Le 
nombre a* est plus petit que le nombre a% car la diffiMAiH' 
a^ — a» a le même signe que p — a. 11 est donc possililr* 
qu'il existe un nombre A qui soit à la fois supérieur à tous les 
nombres a* et inférieur à tous les nombres a^ ; en tout cas, il 
ne saurait y avoir plus d'un tel nombre. Car s'il y en avait deux, 
A et B (A < B), la différence a^ — a* resterait toujours 
supérieure à B — A; or nous allons montrer que, quel que 
soit le nombre positif e, on peut choisir a et ? de manière que 
la différence a^ — a* soit moindre que e. 

Pour cela, désignons par m un entier positif quelconque, et 
considérons la suite 

—2—1-12 

mm mm 

Il y a dans cette suite deux termes dont les rangs différent de 
deux unités et qui comprennent x : 

<ar< 

m m 

Prenons a = ' j B = ' , et montrons que. pour 

mm M r 

des valeurs de m suffisamment grandes, on a 

a "' —a '" < £, ou a "' (a"' — IX e. 

Soit Y un nombre rationnel fixe plus grand que x. Puisque <i 

est plus grand que 1, a" est plus grand que a '" ; l'inégalité 
précédente sera donc vérifiée a fortiori si la suivante Test : 

s 

Or cette dernière inégalité peut s'écrire 



( 






—».' 
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et nous avons démontré qu'il existe un nombre r tel qu'elle 
soit vérifiée pour toutes les valeurs de m supérieures à r. 

Il reste à démontrer l'existence du nombre A. Il n'y a matière 
à démonstration que si aucun nombre rationnel n>sl supérieur 
à tous les nombres a'^ et inférieur à tous les nombres a^. Dans 
ce cas, partageons l'ensemble des nombres rationnels en deux 
classes de la manière suivante. Considérons un nombre rationnel 
quelconque. De deux choses l'une : ou bien il est inférieur à tous 
les nombres a^ sans être supérieur à tous les nombres a*, et 
alors nous le rangerons dans la première classe ; ou bien il est 
supérieur à tous les nombres a* sans être inférieur à tous les 
nombres a^ et alors nous le rangerons dans la seconde classe. 
Nous allons montrer que cette séparation des nombres ration- 
nels en deux classes possède les propriétés énoncées au n^ 129. 

En effet : 

1° Tout nombre a' de la première classe est plus petit que 
tout nombre b' de la seconde classe. Car il existe des nombres 
rationnels a et p tels qu'on ait 

a'<^a\ a^<à', a<ar<?; 

par suite, on a 

a* ■< a% et a fortiori a' < h'. 

2** 11 n'y a pas dans la première classe de nombre plus grand 
que tous les autres. Car soit a' un nombre de la première classe. 
Il existe un nombre rationnel « tel qu'on ait 

a' ^ a^^ a <; a: ; 

soit a' un nombre rationnel compris entre a et a:, et soit a" 
un nombre rationnel compris entre a* et a*'. Ce nombre a" 
appartient à la première classe et est plus grand que a', 

3° On démontre de même qu'il n'y a pas dans la seconde classe 
de nombre plus petit que tous les autres. 

Il y a donc, d'après le n^ 129, un nombre irrationnel A (et 
un seul) supérieur à tous les nombres de la première classe et 
inférieur à tous les nombres de la seconde classe. Ce nombre A 
est supérieur à tous les nombres a* et inférieur à tous les 
nombres a*. Car, quel que soit le nombre a* considéré, il existe 

COR ET RIEM. — TRAITÉ d' ALGÈBRE ' li) 



(on l'a vu préc(!deminent) da 
a' supérieur à a', et comi 
conclut que A est supérieur 
A est inférieur à tous les non 

L'existence d'un nombre i 
et inférieur à tous les nombn 
Si X est rationnel, ce nombi 
irrationnel, c^ représente, pa 

Si a était plus petit que 1, 
et supérieur aux nombres a*. 

178. Nous avons donc défr 
une nouvelle fonction 

y 

On l'appelle la fonction expot 
Voici les principales propri 
1. Quelque soit x, le nombr 

rieur à i, en dt^signant par i 



et comme a' est positif, a' \ 
en désignant par p un nom 
aurait 

II. La différence a' — 1 
— x, suivant que a est super, 

Pour fixer les idées, suppo .. ^ .. „. 

rationnel plus pelit que x et p un nombre rationnel plusl 
grand que x. On a 

a" < a' < a». 
Si X est positif, on peut supposer positif le nombre rationnel 
a : d('s lors a' est plus grand que I, et il en est de mêmeo /br- 
liori de a'. Si, au contraire, a; ost négatif, on peut supposer 
négatif le nombre rationnel P : des lors a' est plus petit que 1. 
et il en est de même a fortiori de a'. 



\ 
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k 



m. Quels que soient les deux nombres x et a/ ^ on a 

Supposons encore a>l. Tout revient à démontrer que, 
quels que soient les deux nombres rationnels a', p% Tun infé- 
rieur, l'autre supérieur à x-^xf^ on a 

car il n'y a que le nombre a'^'^ qui soit à la fois supérieur à 
tous les nombres a*" et inférieur à tous les nombres a}\ Or le 
nombre a' est la somme d'un nombre rationnel a moindre que x 
et d'un nombre rationnel «' moindre que x' ; on a donc 

a*' = a»+*' = a* X a*' ; 
on a d'ailleurs 

et par suite 

a*' < a' X a". 

Pareillement, le nombre ^" est la somme d'un nombre rationnel 
p supérieur à ar et d'un nombre rationnel P' supérieur à x' ; 
on a donc 

n^' = aS+P' = aï' X a^' ; 
ou a d'ailleurs 

a^ > a', a^' > a'', 

et par suite 

Si, dans l'égalité 

a' X a^' = a'""'' , 

on fait aï' = — ar, on obtient 

a'Xfl"' = a^ = 1, 
ce qui montre que, quel que soit ar, les deux expressions a~' 

et — désignent le même nombre, 
a* 

Il résulte encore de ce qui précède que, quels que soient les 
lombres ar, x\ on a 



t. 

4 



a' 



= a'-^' 
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L'égalité a'^Xa'' = a'*'' 
quels que soient les nombres a; 

IV. En raisonnaut connue | 
précède que, quels que soient i 
a' — a^ a le signe de x — ar" 
^we a est supérie^tr ou inféri 
proposiLion en disant que la 
dans l'intervalle { — oo , -t-oc 
décroissante dans ce même int 
et i. 

V. Quels que soient les deux 

(«r 

Cette égalité est évidente da 
deux nombres x, x' est nul. I 
lorsque ces deux nombres sonl 
positifs et si, de plus, l'un d'ei 
revient à démontrer (en 8up| 
soient les deux nombres ration 
supérieure xs/, on a 

car il n'y a que le nombre a 
nombres a'" et inférieur à tou 
tif, l'inégalité a"' < (a')'' e 
positif, il est le produit de deu' 
l'un moindre que x, l'autre me 
entraine l'inégalité {a']'' >• (< 
que 1. On a d'ailleurs (a'Y 
(a')'' > a"'. On démontrerait 
Supposons maintenant que 



CI Car sOL( .' = -^- On b 
9 
s'agit ilonc (ie prouver que {a'Y i 
P»igi|ue, X ébinl plus grnn<l que i 
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positifs ; désignons par p et par p' leurs valeurs absolues, i 
divisons ce cas en plusieurs autres, 
i' 'x est égal à p et i' à — p'. On a alors 

J_- _L -»■ - "■ 

a'/ ~ a"' ~ " — " ■ 
2° X est égal à — p et a:" à p'. Il s'agit de prouver que 
(a-p)f' = a-pf. 
Supposons d'abord p = I . L'égalité à démontrer est a 
suivante : 

( — ) = — r î OU bien o' = , , ^ . • 



Supposons o > 1. Tout revient à démontrer que, qu 
soient les deux nombres rationnels i!, 'f, l'un inférieur, 
supérieur à p', on a 



car il n'y a que le nombre m"' qui soit supérieur à t 
nombres a"' et inférieur à tous les nombres a*' . Si a' es 



tif. L'inégalité a' < p' entraîne l'inégalité I — 1 > | 

i / 1 \"' 1 

car —. est plus petit que 1. On a d'ailleurs ( — ) = — 



(ir-v/(i)'=\/5=v^-^-- 
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des inégalités que nous voulions établir. On démontrerait de 

Rien n'est plus facile maintenant que de démontrer Té^lité 
car on a 

3*» X est égal à — p et x' à — p'. On a alors 

1 1 

Il résulte de là que, quel que soit le nombre x, on a 

179. La fonction exponentielle est continue quel que soit x. 
Démontrons d'abord qu'elle est continue pour ar = 0, autre- 
ment dit que a' tend vers 1 quand x tend vers 0. Pour fixer 
les idées, nous supposerons a > 1. 

Si X est positif, a^ est plus grand que 1. Montrons que, quel 
que soit le nombre positif e, on a, pour x suffisamment petit : 
a' — i<E, ou a'<;l-h£. 1-t-e étant > 1, il existe 

un nombre entier positif N tel qu'on ait (1 -+- e)^' > a, ou 

± 1 

aN<l-4-Ê; pour 0<a:<— , on a : 0<a' — l<e. 

C'est dire que a' est continue à droite pour ar = 0. 

Si X est négatif, posons a: = — V; a/ est positif, et on a 

1 

a' = — < 1 . Montrons, que, quel que soit le nombre positif e, 

on a, pour x suffisamment petit en valeur absolue : 1 — a' < e, 

il 1 

ou 1 r < 6, OU —7 > i — e, OU enfin a^ < -, 

a' a^ 1 — fi 

1 

;j étant >!, il existe un nombre entier positif N' te 

/ i Y' -1-1 1 

qu'on ait ( -j > a, ou a ^' < r Pour a?' < ~ 

\1 — Ê/ 1 — e A 
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on a a^ < 



Donc, pour — ^^ < jî < 0, on a 



1-e ' ''^"* N' 

< 1 — a* < e. C'est dire que a' est continue à gauche pour 

x = 0. 

La fonction a* est donc continue pour a; = 0. 

Il résulte de là qu'elle est continue pour toute valeur Xq 
de la variable. Car la différence a' — a'o est égale à 
a^»{ar'*9 — 1); x tendant vers aro, a'o reste constant, tandis 
que a*~'« — i tend vers zéro : donc la différence a* — a*o 
tend vers zéro . 



180. Enfin que devient a* lorsque x augmente indéfiniment? 
Supposons d'abord a > 1 ; alors a' augmente indéfiniment 
quand x augmente indéfiniment par valeurs positives et tend 
vers zéro quand x augmente indéfiniment par valeurs négatives. 
En effet, quel que soit le nombre positif A, il existe un nombre 
entier positif B tel que a^ soit supérieur à A. L'inégalité 
ap > B entraîne l'inégalité a* > A. De même, quel que soit 

le nombre positif e, il existe un entier positif B' tel que 

1 
l'on ait a»' > — » ou a-B' < e. L'inégalité x < — B' 

entraine l'inégalité a* <; e. 

Pour 0<a<l, les conclusions sont renversées : car 

1 1 

soit a = "7 » d'oïl a' = — • x augmentant indéfiniment 

par valeurs positives^ a'' augmente indéfiniment et a' tend 
vers 0; X augmentant indéfiniment par valeurs négatives^ a'' 
tend vers et a' augmente indéfiniment. 

En résumé, x croissant de — oo à -h x , a^ croît de 
à -4-00 si a est > 1; tandis que, si a est < 1, a* décroit 
de -+-00 à 0. 

Voici la ligne représentant la marche de la fonction : 





FOXCTIOS LOG,( 



II. — ETUDK DE LA FONC 

181. Soil a un nombre positif t 
dcl'étndc iaile précédemment que 
continue de — x à -i-x, le noni 
seule n'importe quelle valeur posii 
nombre positif x, l'équation 

(1) 

dans laquelle 1/ est l'inconnue, ad 
Cette équation fait donc correspoi 
tif X un autre nombre y; autrcm 
tion y de x dans rinlcn'alie (-i 
nomme la fonction logarilhmique, 
le loçjuriihme de. .r dani le si/sWmi 
écrit : 

(î) V = log. 

Ainsi, par définition, les équations 

el l'on a, (|uel que soit le nombt 

a '"^■'' = 

Il faut liien oijsei-ver que log„ .r w't 

U'apri's cette délinîtion, on a, qm 

10B.<, = 1, I 

Voici maintenant d'autres propr 

ritlimi(iiie <jue l'on déduit immédia 

tion exponentielle : 

1° Le logarithme d'un produit rfi 
est égal à (a somme des lo>jarilhmes 

En oll'ct, soit jr, x', ar*, , , . des no 
(In a 

d'où 
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et cette égalité montre que 

loga (a:a?'x\ . . ) = loga a: -h loga ar' -h loga a?" -h •••. 

En particulier, x étant un nombre positif quelconque et m 
un entier positif, on a 

loga ar*" = m log^ x. 

De ce théorème résultent les conséquences suivantes : 
J^ logarithme du quotient de deux nombres positifs est égal à 
tejcc^s du logarithme du dividende sur le logarithme du diviseur. 

X 

Car soit ç = — 7 le quotient considéré. On a 

X = x'q, 
et par suite 

lOg^X — loga a?' -h loga ^. 

Donc on a 

loga 7 = loga ar — loga x'. 

m étant un nombre entier positif, le logarithme de la racine 
wi"**"'* d'un nombre positif x est égal au quotient par m du loga- 
rithme de ce nombre. 

Car soit r = 7ar la racine considérée. On a 





X — r"\ 


et par suite 






loga X ^ m loga ?*. 


Donc on a 


. 




log„r = loga a:. 



Ce théorème et ses conséquences font comprendre l'utilité des 
logarithmes au point de vue du calcul. Imaginons que l'on ait 
construit des tables permettant de trouver, d'une part, les loga- 
rithmes de tous les nombres positifs, d'autre part, le nombre 
positif admettant pour logarithme un nombre donné, quel qu'il 
soit. Dès lors, pour calculer un produit p = xx'oc", , ., on 
jX)urra procéder comme il suit : chercher dans la table les loga- 
rithmes des nombres x, a/, x\ . . . , les additionner, enfin cher- 
cher dans la table le nombre ayant pour logarithme la somme 
obtenue. Ce dernier nombre sera le produit cherché. On rem- 
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place ainsi une multiplication par u 
de même une division par une sou 
puissance m (m étant entier et pos 
par m, une extraction de racine m' 

2° X étant un nùmàre positif et af 

En effet, on a 
et par suite 

«-={.'-••)' = 

Donc on a 

lOga -J.-^ = X' l< 

3' Enfin, x et x' étant deux nom 
différence loga ar — logo x' a le «g 
de af — x, suivant que la base a est i 

Car on a j = a'"'', x' = a'""-^ 
les deux différences x — x', Iog„ 
signe ou dos signes contraires, suivi 
plus petit que 1. On peut encore é 
disant que la fonction iog^x est 
(4-E, -t-oo), si a est >■ I ; décroi 
valle, si l'on a < a < 1 ; et on 
que logaX a le signe de x — 1 o 
l'on a a>l ou 0<a<l. 

182. La fonction log^x est continu 
de X. 

Pour fixer les idées, nous suppose 
nombre positif quelconque, et soit 

»/e = logfl lo) d'où 

Désignons par i] un nombre positif q 

a".-i = Xo — <t, a" 



■^^^rr.^ 
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z et p sont positifs, et Ton a 

Ioga{aro— a) = yo — 1^, loga(.ro + p) = yo-+"^• 

Lafonction logaX étant croissante dans l'intervalle {-}-£, +00)5 
les inégalités 

entraînent les inégalités 

'og« (Xo — «X logaJ? < loga (a?o -4- W» 
ou 

!/o — ^ < loga a? < Vo -H ^i ; 
de sorte que, si y est le plus petit des deux nombres positifs 3, p, 
l'inégalité 

I JP — aro |< Y 
entraine Finégalité 

I loga a? — loga Xo K^î. 

C'est dire que la fonction loga a: est continue pour x = Xq. 

183. Que devient la fonction y = loga or, d'abord lorsque 
X tend vers zéro (par valeurs positives), ensuite lorsque x aug- 
mente indéfiniment ? x tendant vers zéro, y augmente indéfini- 
ment, par valeurs négatives si a est '^ \ 9 par valeurs positives 
si a est compris entre eM. Car soit A un nombre positif quel- 
conque. Si a est plus grand que i, l'inégalité loga a? < — A est 
une conséquence de l'inégalité < J? <; a~^ ; si a est compris 
entre et i, l'inégalité log«a:>A est une conséquence de 
l'inégalité < a: < a^ ; on voit donc bien que, x tendant 
vers zéro par valeurs positives, loga ar augmente indéfiniment, 
par valeurs négatives dans le premier cas, par valeurs positives 
dans le second. 

X augmentant indéfiniment (par valeurs positives), y augmente 
indéfiniment j par valeurs positives si a est "^ 1 , par valeurs 
négatives si a est compris entre et i. Car soit A un nombre 
positif quelconque. Si a est plus grand que 1, l'inégalité 
loga x> k est une conséquence de x'^a^; si a est compris 
entre et 1, l'inégalité loga ar < — A est une conséquence de 
X > a"A ; on voit donc bien que, x augmentant indéfiniment. 
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y augmente indélinin 
cas, par valeurs négai 

En résumé, lorsqu 
croît de — x à + c 
-f- 00 à — X si a esl 

Voici la ligne représ 



On remarquera que ci 
sente la marche de 
convaincre, de regai 
comme axe des ordon 
loin. 

184. Des dillérenli 
de logarithmes est dé 
nombre a est uniqu 
de 1 : il y a donc une 

Considérons deux 
leurs bases a et a'. 
logarithmes d'un mén 
une valeur indépenda: 

On a, en ofFet, 



d'où l'on conclut que 
pendante de x. 
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Il suit de là que, pour passer du système de logarithmes dont 
la base est a', à celui dont la hase est a, il suffît de multiplier 
les logarithmes pris dans le premier système par un même nombre 

égal à la valeur constante de r-^ — En faisant x = a, on 

lOga' X 

1 

voit que ce nombre est égal à , : en faisant x = a' on 

loga' a 

voit qu'il est égal à loga «'• 
Signalons en passant la relation 

loga a' X loga- a = 1, 

qui résulte de ce qui précède, et qu'il serait, du reste, facile 
d'établir directement. 

IfOgarithmes décimaux. — Le système de logarithmes usité 
dans la pratique est celui dont la base est 10; le logarithme d'un 
nombre x dans ce système se désigne simplement par logx; 
on l'appelle le logarithme décimal ou vulgaire de ce nombre. 
Les logarithmes décimaux des nombres 1, 10, 100, 1000, . . . 
sont 0, 1, 2, 3, . . . ; les logarithmes décimaux des nombres 
0,1; 0,01; 0,001; ... sont —1, —2, —3, .... En résumé, 
n étant un entier positif ou négatif, on a 

loglO** = n. 

Ces nombres 10" sont les seuls nombres rationnels avant des 
logarithmes décimaux rationnels. Car soit N un nombre ration- 

nel et log N = — > p et q étant entiers et q pouvant être 

supposé positif. Il s'agit de faire voir que N est de la forme 10**, 
n étant un entier positif ou négatif. On a, par hypothèse, 

N = 10 « = VïÔJ\ Supposons d'abord p>0; alors 10^ est 
un nombre entier; ce nombre étant une puissance 7'*""' exacte, 
les exposants de ses facteurs premiers sont tous des multiples 
de q. Or on a lO'' = 2''x5'*. On a donc p = qn^ n étant 
un entier positif, et par suite N = 10". Supposons maintc- 

nant /? < 0, et soit /? = — />' ; alors on a N = y jrrp » 

1 - 1 

d'où -TT- = yiÔ^'. N étant rationnel, -^ l'est aussi; Tégalité 
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précédente implique donc que y^ soit un multiple de g: 
on a donc p' =• qv! ou p = — ^n', n' étant un entier posi- 
tif, et, par suite, N = 10^' . 

Remarque. — Il est bon d'observer qu'il y a des nombres 
irrationnels dont les logarithmes décimaux sont rationnels. Tel 

est, par exemple, le nombre irrationnel v^lF ou 10 * , dpnt le 

logarithme décimal est — • D'une manière générale, tout nom- 

hre fractionnaire est le logarithme décimal d'un nombre irra- 
tionnel. 



Fonctions inverses. 

185. Le raisonnement que nous avons fait pour Hfmr la 
fonction logarithmique, pour étudier le sens de sa variatmi 
enfin pour démontrer sa continuité, peut se généraliser ainsi. 

Soit f{x) une fonction définie dans un intervalle (a, 6), va- 
riant constamment dans le même sens (nous la supposerons 
croissante pour fixer les idées), enfin continue dans cet inter- 
valle. Soit f{a) = a\ f(b) = b'. Il suit de ces hypothèses que, 
y croissant d'une manière continue de a à é, f{y) prend une 
fois et une seule n'importe quelle valeur appartenant à l'inter- 
valle (a', b'). X étant un nombre quelconque appartenant à rin- 
tervalle (a', b')^ l'équation 

(1) fiy) = X, 

dans laquelle y est l'inconnue, admet donc une solution et une 
seule appartenant à l'intervalle (a, b). Cette équation permet 
donc de faire correspondre à chaque valeur x appartenant à 
l'intervalle (a', b') un nombre y bien déterminé ; autrement 
dit, elle définit une fonction y de a? dans l'intervalle {a\ V). 
Soit o{x) cette fonction. On la nomme la fonction inverse de la 
fonction f^x). D'après cela, la fonction logarithmique est 
fonction inverse de la fonction exponentielle.' 
Soit c' un nombre tel qu'on ait 

a'< (/< b'; 
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si l'on pose 

on& 

o < c < 6, 
et 

fie) = e. 

Oa a. en particulier 

?{«') = a, ?(6') = b. 

Nous avons supposé la fonction {{x) croissante dans l'ii 

ralle (a, h). Nous allons montrer que /a /'oncf ion 1/= <p(x) 

croMjanle dons rinterua/ie (a', h'). Car soit x', i* deux val 

quelconques de x. appartenant à l'intervalle (a', h'), et pa 

y' = ç(^). y' ^ ?(^> 

Les nombres j/', / appartiennent à l'intervalle {a, é), et 1' 

y = Aï'). «■ = As')- 

Or, par hypothèse, la différence a/ — x" = /"(y') — /"(y') 
même signe que la différence y' — y' ; c'est dire que la f 
tion ip{a:) est croissante dans l'intervalle (a', 6'). 

Démontrons maintenant que la fonction y = ç(-c} est 
tinue dans l'intervalle {a', b'). Soi t d'abord Xg une valeur q 
conque comprise entre a' et 6'. Posons yi,=;ç{xj); ^j 
eompmentre a et &, etl'ona a;, = fi'ju). Soit t unnor 
positif quelconque, assez petit cependant pour que y^ — 1 
y,-f-( appartiennent à l'intervalle {a, b). On a 

Aï. -'XAy.X «!/. + •). 

de sorte que si l'on pose 

f{y, _ e) = X, - a, /-(y, + = X, + p, 

a et p sont positifs ; de plus, on a 

o{x,~a) = y,-t, ^(:r„-f-p)-y. + E. 

La fonction •^(x) étant croissante dans l'intervalle (a', li'j 
inégalités 

x^ — a <x<.Xo-h6 
entraînent les inégalités 
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4 

OU î/0 — Ê < ?(J?) < t/0 H- 6 . 

Soit 7) le plus petit des deux nombres positifs a, ? ; l'in^lilé 

X — Xo I < 7J 



entraîne l'inégalité 

I ?(^) — <P(^o) I < £. 

C'est dire que la fonction o(r) est continue pour x = j-,. 
Démontrons maintenant qu'elle est continue à droite pour 
X = a'. Soit e un nombre positif quelconque, assez petit cepen- 
dant pour que a-he, appartienne à l'intervalle (a, b). On a 

f{a)<f{a-^z), 

de sorte que si Ton pose 

f{a -h e) = a' -h s', 

e' est positif; de plus, on a 

cp(a' -h e') = a -h E. 

La fonction o(a?) étant croissante dans Tintervalle (a', b' \ les 
inégalités 

a' <x < a! -{-z' 
entraînent les inégalités 

OU 

a < o{x) < a + e : 

c'est dire que o{x) est continue à droite pour x = a!. On 
démontrerait de même qu'elle est continue à gauche pour 
X = b'. Elle est donc continue dans l'intervalle {a\ 6'). 

On raisonne d'une manière analogue lorsque la fonction f{il 
est décroissante dans l'intervalle (a, b). Dans ce cas, la fonction 
inverse o{x) est décroissante dans l'intervalle (b\ a'). 

Enfin il est facile de se rendre compte que les deux li^nies 
G, G', représentant l'une la variation de /*(x), l'autre la variation 
de 9(x), sont égales. Soit M un point quelconque de la ligne C 
soit a*o son abscisse et ?/o son ordonnée, de sorte que l'on 
î/q = f{xo). Par cela même on a xq — o(t/o)» tie sorte que 1 
ligne G' passe par le point M' d'abscisse j/o ^^ d'ordonnée a?, 
Si donc on porte le plan de la ligne C sur celui de la ligne ( 



•■^-^ 
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die manière à faire coïncider les origines des coordonnées, à 
placer ox sur OY et oy sur OX, le point M de la ligne G 
viendra se placer sur le point M' de la ligne CI. La ligne C tout 



y 
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y 








entière viendra se placer sur la ligne C. D'après cela, la ligne 
C qui représente la variation de f{x) peut être considérée 
aussi comme représentant ta variation de la Tonclion inverse 
o(i) : il suffit de prendre l'axe des y pour a\e des abscisses et 
l'axe des x pour axe des ordonnées. 

Fonctions de fonction. 



186. Soit u = ç(j} une fonction de la variable indépen- 
dante j- détinic dans un intervalle {a,b). Supjwsons que toutes 
les valeurs prises par cette fonction u (|uand x croit de a à 6 
appartiennent à l'intervalle (a', b'). Soit maintenant y = f{n) 
une fonction de la variable indépendante u délinie dans l'inter- 
valle {<i\ b'). Si Xfl est un nombre quelconque appartenant à 
l'intervalle (o, 6), le nombre Uo = o(xo) appartient à l'inter- 
valle (a', //) ; posons f\u^) = y»- En faisant correspondre à ta 
valeur x, de la variable indépendante i le nombre ya, on 
déHnit une fonction y de a; dans l'intefvalle {a, b). Une telle 
fonction porte le nom de fonction de fonction ; on la représente 
par la notation 
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187. Le théorème suivant est vrai, que la fonction ^{x) son 
continue à droite ou à gauche pour x = x^. C'est pourquoi, 
dans renoncé de ce théorème, nous dirons simplement de cette 
fonction qu'elle est continue pour x = x^. 

Théorème. — Supposons la fonction f{u) de la variabh 
indépendante u continue dans Vintervalle {a'yb'). Si la fonction 
o(ar) est continue pour x = Xo, x^ appartenant à PintertalU 
(a, A), la fonction ¥{x) est également continue pour x = «o- 

Pour fixer les idées, nous supposerons o(x) continuée droite, 
et nous démontrerons que F(x) est également continue à droite. 
Soit e un nombre positif quelconque. Nous allons montrer que, 
pour des valeurs de x suffisamment voisines de x^ (mais un 
peu plus grandes), on a 

|F(x)~F(xo) I <6. 

Pour cela, posons ?(a?o)=Uo, de sorte que Ton a /*(«oj=F(Jfô)- 
Par hypothèse, on a 

«' "^ Wq -< b'. 

Supposons d'abord u^ diiférent de a' et de b'. Alors la fonc- 
tion f{u) est continue pour u = m^; il existe donc un nom- 
bre positif Tf tel que l'inégalité 

I « — Wo I <T, 

entraîne l'inégalité 

IA")-/*K)I<^. 

D'après cela, si l'on a 

(1) l?(^)-?(>o)l<^, 

on aura 

(2) 1 F(x) - F\x„) I < e. 

Maintenant, la fonction q{x) étant continue à droite pour 
X = Xq, il existe un nombre positif « tel que la double iné- 
galité 

(3) 0<aî — a:o<a 

entraine l'inégalité (1). Dès lors, la double inégalité (3) entraii 
l'inégalité (2) : ¥{x) est donc continue à droite pour x = jt^ 
Supposons à présent que Uq soit égal à a' ou à 6', soit pai 
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Alors /"(u) est continue à gauche pour 
me un nombre positif i^ tel que la double 

< ft' - « < I, 

de w = 0(3;) ne peut pas devenir supé- 
[ue si l'on a 

|F(x)-F(^„)|<.. 

étant continue à droite pour x = x„, il 
sitif a tel que la double inégalité 

< x — a;, < a 
des deux inégalités précédentes et par suite 



onction f{u) étant toujours supposée conti- 
B {a', h'), si la fonction <f{x) est continue 
(a, p) faisant partie de l'intei-valle (a, b], 
également continue dans l'intervalle (a, p). 
conclusions précédentes subsistent lorsque 
:st détinie et continue que dans l'intervalle 
s l'intervalle (a', b'— t) ou dans l'inter- 
-i), k condition ijue les valeurs de la 
t toutes supérieures à a' dans le premier 
s à b' dans le second, toutes comprises entre 
iième. 

th4orèm<] précédent. — Supposom la forte- 
able indépendantp, u continue dans l'inler- 
tendant vers Xg par valeurs appartenant à 
3{x) tend vers I, f[°{xj] tend vers f[l). 
s, pour fixer les idées, que x tende vers 
î grandes que x^ {xa < b). Le nombre l 
aile (a', b'), sans quoi, pour des valeurs de 
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X suffisamment voisines de aro, les valeurs de ïp(x) n'appartien- 
draient pas à cet intervalle, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Considérons une fonction ^{x) qui soit égale à f^(x) pour toute 
valeur de x autre que x^ appartenant à l'intervalle [a, b) et à 
/ pour X = x^; alors /(/) sera la valeur de f['^(x]] pour 
X = Xq. D'après le choix de ^(a:©), ^'(x) est continue à droite 
pour a? = a?o ; donc rMx)] est continue à droite pour x = i;, 
et f['l'{x)] tend vers /!(/), quand x tend vers Xq. par valeurs 
plus grandes que Xq. Comme f['\>{x)] est égale à f[^(x]] pour 
toute valeur de x autre que xq appartenant à l'intervalle (a, b], 
la proposition est démontrée. 

Exemples. 

188. Ponction a". — Soit a un nombre positif et différent de 

1, et soit u une fonction de x définie dans l'intervalle f», ??. 

Si l'on pose 

■ y = a", 

y est une fonction de x définie dans le même intervalle. Soit 
Xq un nombre appartenant à l'intervalle (a, ?). Si la fonction u 
est continue pour x = x^, il en est de même de la fonction 
y. Si la fonction u est continue dans un intervalle («', 3') fai- 
sant partie do l'intervalle (a, P), la fonction y est également 
continue dans cet intervalle. On peut dire encore que si, x ten- 
dant vers Xo, u tend vers une limite /, par cela même a" tend 
vers une limite égale à a'. 

Remarque, — Si, u? tendant vers xq, u augmente indéfini- 
ment, on ne peut rien dire de général, sauf si m augmente 
indéfiniment par valeurs > ou par valeurs <0. Alors, si fl 
est > 1, a" augmente indéfiniment ou tend vers 0, selon que 
u augmente par valeurs >0 ou par valeurs <0. Le contraire 
a lieu si a est < 1. 

Ponction log« w. — Soit a un nombre positif et différent de 
1, et soit u une fonction de x définie dans un intervalle («5?) 
et restant positive dans cet intervalle. Si l'on pose 

y = log« «, 



I 
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y est une fonction de x délinie dans le même intervalle. Si, 
pour une valeur xa de x appartenant à cet intervalle, la Tonc- 
tion u est continue, il en est de môme de la fonction ij. Si la 
fonction u est continue dans un intervalle {%, ^') faisant partie 
de l'intervalle (a, ^), la fonction rj est également continue dans 
cet intervalle. On peut dire encore que si, x tendant vers 3:0, 
u tend vers une limite posiiioe /, logaW tend vers une limite 
égale à logd /■ 

Remarque. — Si, x tendant versa:,,, u tend vers 0, loga« 
augmente indéliniment par valeurs négatives ou par valeurs 
positives, suivant que a est > 1 ou < I ; si, x tendant vers 
X,, u augmente indéfiniment, log^u augmente indéfiniment 
par valeurs positives ou par valeurs négatives selon que a est 
>1 ou <l. 

Fonction ti' . — Soit u et o deux fonctions de x délinies 
dans l'intervalle (a, P); supposons que la fonction u reste 
pontife dans cet intervalle. A chaque valeur de x appartenant 
à l'inlervalle (a, ?) correspond un nombre u" = y bien dé- 
terminé, de sorte que y peut être considérée comme une fonc- 
tion de X définie dans l'inlervalle (a, 3). On ramène l'étude de 
y à celle d'une fonction de fonction en écrivant 
y = a", avec w = V loga u, 
a étant un nombre positif et différent de 1 arbitra Ircuieut 
choisi (nous le supposerons plus grand que 1, pour fixer les 
idées). Si les deux fonctions u et u sont continues pour x = Xa, 
il en est de même de loga ", de lo = v log» «, et par suite de 
y = a". Et si les deux fonctions u et u sont continues dans 
un intervalle («', p') faisant partie de l'intervalle (3, ^), la 
fonction 1/ = u" est également continue dans cet intervalle. 
On peut dire aussi »iue si, x tendant vers Xo, w tend vers une 
limite posUive l et v vers une limite m, u" tend vers une 
limite égale à /'". 

Remarques, — 1" Si, x tendant vers m, u tend vers une 
limite i^i, etsi u augmente indéfiniment, les conclusions 
sont les mêmes que pour la fonction 1°. 
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2» Si, X tendant vers aro, u augmente indéfiniment, ou 
tend vers 0, pendant que v tend vers une limite ^frO, v\(%u 
augmente indéfiniment, et y tend vers ou augmente indé- 
finiment. 

3' Toutes les fois que l'un des facteurs du produit v\o^u 
tend vers 0, tandis que l'autre augmente indéfiniment, on De 
peut rien dire de général sur ce que devient la fonction u"^. Cette 
circonstance se présente lorsque v augmente indéfiniment, pen- 
dant que u tend vers 1, ou lorsque « tend vers 0, pendant 
que u tend vers ou augmente indéfiniment. Si, par un moyen 
quelconque, on découvre que v logaU tend vers une limite /, 
«*' tend vers a' . 

Exemples : La fonction 

y = ^"', 
m étant une constante positive ou négative, rationnelle ou irra- 
tionnelle, est définie et continue dans l'intervalle (-he, -f-x). 

La fonction 

y = or* 

est définie et continue dans le même intervalle. 
Enfin, la fonction 



»=('-!)' 



1 

est définie et continue dans tout intervalle où 1 -i reste 

X 

positive. Or l'inéquation 

1 

1-1 > ou ar(a? -+- 1) > 

X 

est vérifiée par les valeurs de x inférieures à — 1 et par les 
valeurs de x supérieures à 0. La fonction y = (*+"r) 

est donc définie et continue dans les deux interralles 
(— X , — 1 — e), (-f- e, 4- X ). Ces deux dernières fonctions 
seront étudiées dans le chapitre YL 
L'étude de la fonction 

y = x"' 

se ramène facilement à celle des fonctions exponentielle et loga- 
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3H 



4- 



rithmique. Car on a 

y = a", avec w = m loga a;, n > 1 . 

X croissant de h- t à h-oo, loga a: croit; f croît ou décroît, 
suivant i^ue m est positif ou négatif. Ainsi la fonction y est 
croissante pour m > 0, décroissante pour m <Q. x tendant 
vers 0, logi^ augmente indéliniment par valeurs négatives; 
si m est positif, w augmente indéfiniment par valeurs néga- 
tives et y tend vers ; si m est négatif, w augmente indé- 
finiment par valeurs positives et il en est de même de y. On 
voit pareillement que, x augmentant indéliniment par valeurs 
positives, y augmente indétiniment par valeurs positives si m 
est positif, et tend vers si m est négatif. 

En résumé, quand i croit de Oà -t-oo , c^ croit de à 4-ao 
ai m est positif; tandis que, si ni est négatif, x"' décroît 
de -f- 00 à 0. 

Voici la ligne représentant la marche de la fonction y = x"". 
La première iigure correspond à l'hypothèse wi > '", la 
seconde à l'hypothèse m < 0. 




La fonction X" jouit de la propriété suivante : j: et x" étant 
deux nombres positifs quelconques, on a 

ai^xx"" = {rar'}'". 
Car on a 



(') Dans l'hTpothèse m > 0, on peut se proposer d'aioir In tangente n 
l'origine. Remarquons pour cela qui! la sËcante OH n pour équation 

j/ ^ J! = i*-'x. l'our ôi > I, CPltf sérjinle leriil Tei-s Ox: pour 

m < 1. elle tend icrs Oy. 
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d'où 

et par suite 

On conclut de là l'égalité 






m 



Terminons par une remarque relative à la fonction a?*, quand 
m est rationnel. Si m est entier et positif, la fonction r" est 

entière. Si m est entier et négatif, et si Ton convient que jt^ 

1 

représente -::^ » alors même que a? est négatif, la fonction «* 

Ju 

est rationnelle et délinie dans les deux intervalles (—00, — e). 
(-h e, + 00 ). Supposons m fractionnaire et égal à — » ;> et 9 

étant premiers entre eux et q pouvant être supposé positif. Si q 

t. 
est impair et si Ton convient que x * représente î^i la 

fonction x^ est définie dans l'intervalle ( — oo, +00) si p 
est positif, et dans les intervalles ( — 00, — «)> (+^» "^^^ 
si p est négatif; elle est paire ou impaire, suivant que p est 

p. 
pair ou impair. Enfin, si q est pair, p est impair, et x' 
n'a aucun sens pour x négatif. 

189. On peut généraliser la notion de fonction de fonction. 
Soit u = 4'(a?) une fonction de x définie dans l'intervalle 
(a, ô), et dont toutes les valeurs, x croissant de a à 6, appar- 
tiennent à rintervalle (a', b'). Soit v = ç(u) une fonction de 
w définie dans l'intervalle {a\ 6'), et dont toutes les valeurs, 
u croissant de a' à b\ appartiennent à l'intervalle (a*, V)- Soil 
enfin y = f[v) une fonction de v définie dans l'intervalle 
{a\ b"). xo étant un nombre quelconque appartenant à l'inter- 
valle (a, ô), le nombre Uq = ^{xq) appartiendra à l'intervalle 
(a', b'), et le nombre vo = o(mo) appartiendra à l'intervalle 
(a\ b"). Soit f(vo) = j/o. En faisant correspondre à la valeur 
Xq de X le nombre i/o, on définit une fonction t/ de x dans 
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l'intervalle {a, b); on la représente par la notation 

y = r\?[<i{'}i = fW- 

Supposons: 1° la fonction ç(u) de u continue dans l'intervalle 
(a", b"); 2° la fonction f(v) de u continue dans l'intervalle 
(a*, b'). Soit To une valeur appartenant à l'intervalle (a, b). Si 
la fonction ^{x) est continue pour x = x^,, il en est de même 
de la fonction ¥{x). Car soit ii^ix)} — *{ar}, d'où f[*{x)\ = Y(x). 
La l'onction ^{x), délinie dans l'intervalle (a, b), est continue 
pour X = Xo, et il en est de même de F(a;).— Si la fonction 
•^{x) est continue dans un intervalle (a, ?) faisant partie de 
l'intervalle (a, b), la fonction F{.t) est continue dans ce même 
intervalle. 

Soit, par exemple, a et ô deux nombres positifs ditférents 
de i, et u une fonction de x définie dans l'intervalle {a, p). Si 
l'on pose 

y-é", ï = log„(i-t-é"), 

1/ et = sont deux fonctions de x définies dans ce même inter- 
valle. Si la fonction u est continue pour une valeur Xo appar- 
tenant à l'intervalle (a, p), il en est de même de y et de a. Et si la 
fonction u est continue dans un intervalle («', ^) faisant partie 
de l'intervalle (a, ^), les fonctions v et z sont continues dans ce 
même intervalle. 
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190. Dans tout ce qui va suivre, il ne sera question que de lo- 
garithmes décimaux. Nous supposons décimaux et les nombres 
donnés et les valeurs approchées de leurs logarithmes. 

Appelons N le nombre décimal donné. Supposons-le d'abord 
plus grand que 1 ; alors log N est positif- Soit n le nombre 
des chiffres de la partie entière de N. On a 

Kf-' < N < 10% 
d'oii 

n - I < lo« .N < n. 
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On prendra donc, comme valeur approchée de logN, ud 
nombre décimal dont la partie entière ou caractéristique «l 
n— i. On énonce ainsi ce résultat : 

La caractéristique du logarithme (Pun nombre décimal plut 
grand que i est égale au nombre diminué de 1 des chiffres dt 
la partie entière de ce nombre. Par exemple, la caractéristique 
de log 4273,52 est 3. 

Supposons maintenant N plus petit que 1; alors logN est 
négatif. Soit n le numéro d'ordre du premier chiffre décimal de 
N autre que 0. On a 

i<NxlO"< 10, 
d'où 

0<logN-|-n<l; 

log N est donc de la forme — n -h /*, / étant un nombre com- 
pris entre et 1, et, comme valeur approchée de logN, on 
prendra un nombre qui sera une fraction décimale positive 
moindre que 1, plus un nombre entier négatif. On appelle 
encore ce nombre entier la caractéristique de logN, et on a 
renoncé suivant : 

La caractéristique (négative) du logarithme d'un nombre déci- 
mal plus petit que 1 est égale en valeur absolue au numéro 
d'ordre du premier chiffre décimal autre que 0. Par exemple, la 
caractéristique de log 0,0427352 est —2. 

^\]&n y si un nombre décimal d représente^ avec une certaine 
erreur e, le logarithme d'un nombre décimal N, on obtient^ 
avec la même erreur s, les logarithmes des nombres décimaux 
déduits de N par le simple déplacement de la virgule, en chan» 
géant ^ conformément aux deux règles précédentes^ la caractéris- 
tique du nombre décimal d, sans toucher à la partie décimale. 

Soit 

N = 4273,52, et d = 3-|-/', 

f étant un nombre décimal compris entre et 1. On a 

logN = 3 + /•+£. 

N 
Le nombre 42,7352 est égal à -jrrj ; par suite on a 

log 42,7352 = log N — 2 = 1 + /-f- E. 



1 



• • 
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N 
De même, le nombre 0,0427352 est égal à -jr- ; par suite on a 

log 0,0427352 = logN — 5 = -2H-/'-he. 

191 . Les tables dont nous allons expliquer l'usage sont celles 
de Dupuis. Elles donnent, de la page 4 inclusivement^à la page 

184 exclusivement, les logarithmes des nombres entiers compris 

1 

entre 10000 et iOOOOO, avec une erreur moindre que rr jrr=" 

^ 2 X 10^ 

Nous allons voir qu'elles permettent de calculer, avec une 
approximation connue, le logarithme d'un nombre décimal 
quelconque. Nous tirerons les exemples numériques de la page 
49. (') 

Soit N le nombre décimal dont on cherche le logarithme. 
Supposons, ce qu'il est toujours permis de faire, que sa partie 
entière ait 5 chiffres, et soit 

N = n4-A, 
n étant un entier au moins égal à 10000 et moindre que 100000, 
et h une fraction décimale positive ou nulle et moindre que 1 . 
Dans le cas oii h est égal à 0, nous avons dit que les tables 
fournissent immédiatement log N = log n. Les exemples sui- 
vants feront comprendre la manière dont il faut procéder. 

Exemple I ; « = 32785. On supprime le dernier chiffre 
5, et on cherche, dans la colonne de gauche intitulée N, le 
nombre 3278. On parcourt, de gauche à droite, la ligne conte- 
nant ce nombre jusqu'à ce qu'on arrive dans la colonne intitu- 
lée 5 en haut et en bas. Le nombre 6752 qu'on y lit est le nombre 
formé par les quatre dernières décimales du logarithme cherché; 
' les trois premières décimales sont dans la marge de la colonne 
intitulée 0, au-dessus de la ligne considérée ; elles forment le 
nombre 515. Ainsi on a 

log 32785 = 4,5156752 + e, avec | e |< ^ ^'^ . 

(*) Dans les tables de Schron, c'est de la page 6 à la page 186 qu'il faut 
aller. Se reporter à la page 51. 

(*) Dans les tables de Schron, la dernière décimale, 2, est soulignée. Gela 
signifie que le nombre s est négatif^ 
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On a par suite 



log 32,785 =1,5156752 
log 0,032785 = 0,5156752 — 2 -+- ^ 
ce qu'on écrit ainsi : 

log 0,032785 = 2,5156752 + e. 

Exemple II ; n = 32586. Les quatre dernières décimales de 
log n forment le nombre 0311; l'astérisque placé à sa gauche 
sert à indiquer qu'il faut chercher le nombre formé par les trois 
premières décimales, non au-dessus, mais au-dessous de la ligne 
considérée : ce nombre est 513 et non pas 512. Ainsi 

log 32586 = 4,5130311 + £, avec | s | < * • 

On a par suite 

log 32,586 = 1,5130311 + e; 

log 0,032586 = 2,5130311 4- 1. 

192. Arrivons maintenant au cas général. Désignons par 
4 4- -^r^ et 4 H — jTTY— les valeurs approchées de logn et 

de log (w -h 1) données par les tables, de sorte que L et a sont 
deux entiers positifs. A s'appelle la différence tabulaire relatite 
à n. Si, dans l'intervalle (n, n-f- 1), Taccroissement de log' 
était proportionnel à l'accroissement de x, on aurait 

(1) log (n H- h) — log n = AJ^log (n + 1) — log n]. 

Si Ton remplace dans cette égalité log n et log (n -h i) p»'' 
les valeurs approchées fournies par les tables, on obtient l'éga- 
lité approchée 

log(n-hA) =4-1- —^^ 

Mais k^ n'est pas, en général, un nombre entier; soit 3 ren- 
tier le plus voisin du produit Aa. On adopte, comme valeu- 

L 



approchée de log [n ■+- A), le nombre 4 H jtjt^- "^^^^^ ^ 

la règle. 
( Jierchons k nous rendre compte de l'erreur commise. Eli» 
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L , L + i 

tient aux trois causes suivantes : 1" ^-+--rKr ^' "*" " jn: " 
no sont que des valeurs approotiées de logn et de log("-hl); 
2* 5 n'est qu'une valeur approchée de Ai; 3° entin l'égalité (t) 
n'est pas rigoureusement vraie. Les deux premières causes 
sont de beaucoup les plus importantes. 
On a les égalités rigoureuses 

losn=i + -J|^. log(n+l) = 4-l- "^jQ,"^' ' Ai = S+e% 

tes trois nombres | e | , | e' | , | s' | étant moindres que -3- - 

0'aulro part, nous démontrerons o que, sous les conditions 

n >■ 10000 et < /i < I, que nous supposons remplies, on a 

(2) log(n + /i)-10B» = 4[I08(n + <)-log»]+-jlr' 
le nombre r, étant moindre en valeur absolue que -nr- 

Si, dans cette égalité (î), nous remplaçons logn et log{»n-l) 
par leurs valeurs exactes, il vient 



log (» + *) = 
log(tn-A) = 4-4 



L+-.-i-/i(i-n'-.)-i 
10' 

L+i ■(!-») + >■' ^- 



10' 10' 

I* dernier lerme du second membre de cette égalité représente 
l'erreur commise lorsqu'on prend 4H — — ^ comme valeur 
approchée de log [ii + /j)- Cette erreur est au plus égale à 

(I - t) I ■ I -^ * I ■' I + I ■• I -^ I ■) I 
10' 
et par suite est inférieure à 



iQ' W 4x10' 

193. Il nous reste à montrer sur un exemple comm 
(') Voir k numéro 26'J. 
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iplique cette règle dans la 
thme du nombre 327,68942. 
3 manière à amener la partie c 
jnne le nombre 32768,942. A 

n = 32768; 
n trouve aisément 

L = 5154499 
faut donc l'ormer le produit 
133; 
ans la colonne intitulée DiS 
roportionneiles) se trouvent 
ititulé 133 contient les produ 
n a donc immédiatement 

133x0,! 
133xO,( 
133xO,( 

'cil 133x0,! 

n a donc 

3 = 125, L + £ = 

[ l'on adople comme valeu 
ombre 4,5154624, et comme \ 
; nombre 2,5134624. On a l'I; 
iils : 

log3i>768 =4,51& 

0,9 

0,04 

0,002 



4,515! 
log 32768,942, 

.g 327,68942 = 2,5154624-)- 

194. Occupons-nous main 

mnaissant logN, calculer N. Faisons d'abord la reman. t 
livante : 



LOGARITHMES DES NOMBRES 

présente, avec une certaine en 
thme un nombre décimal dont 
eur relative, les nombres ayan 
r le seul changement de ta car 
la virgule d'une manière conven 
nombre exact ayant L pour 

■ = N + E. 

ar le seul changement de la c 

--^P> P otant un entier posii 

XlO' + tXlO''. 
0'' comme valeur approché 
logarithme, on commet une e 
une erreur relative égale à ^ 

nnait pas exactement le logari 
oi qu'il en soit, nous suppos 
ristiquc de ce logarithme. La v 
ic de la forme 4 -i- j^ • L' 
lie 10'. Cherchons sur la lab 
s comprenant le logarithme d( 

rr- CCS logarithmes, correspo! 
s « et n -f- 1. Un a, par hypoi 
L' < L -h i, 
ïérence L' — L, 
<5<i. 



*, 


(0 <*<!). 






,, 


= »|log(« 


^+1)- 


-log« 


1, 


!l 


'n -h i) et 


log(» 


+ !•) 


pai 
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est une limite supérieure de l'erreur commise en pn 
pour valeur approchée de h. Ce nombre di^passe cerU 
j^, car il dépasse _ . et l'inégalité 

est réalisée d'un l)Out à l'autre des tables, la plus ^am 
de A étant iZ5. 

Maintenant la fraction — n'est pas, en général, r 

an décimales; il est inutile, d'aprts ce qui précède, c 

_1_ 

1000 

■j^ {}> étant entier et positif) qui est la plus voisine d( 
3 p 1 

En prenant n + -^ pour valeur approchée de N, or 
une erreur moindre que 

A — 1 '^iOù' 

Dans le cas [>arliculicr où log N est connu e\actem 

rcur commise est certainement moindre que 777^71 ca: 

21 1 

moindre que p^— -j--(- — , ethnégalité 

^1 1 2 108 



iO(A-Ij^2l)0 
a lieu d'un bout à l'autre des tables, allcndu que - 
plus petite valeur de ^ '". 

{'; tour que l'erreur conimUe soit moindre que —1 il 

a< t X ., . 

•iO(i — ij 200 100' 

COR ET nm. — thaitA d'algëbhb 
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Nous avons supposé égale 
SupposoDS-la maintenant qu( 
leur approchée donnée de li 
< L' < 10'). Posons, comi 

logN = 
Soit N, le nombre ayant pot 

N = 10**^ , 
d'où 

N = ^ 

commt 
calculons, comme nous venon 

ctiée N'( de N,, l'erreur commi; 



i — 1 
Si nous prenons N', X 10*~* 
nous commetli'Ons une erreur 



Si est égal à 0, c'est-à-dire si 
erreur est moindre que j-tt: > 

196. Soil, par exemple, 
d'abord le nomi>re N, dont le 
naissance de Ni entraîne celle 



(') Elle osl moindre que 10"-*, s 



TABLES DES LOGàRlTHMES DES NOHBB 

rend que le nombre Ni est compris i 

32713 et 32714, 
les ont pour valeurs approchées 
1,5147204 et 4,8147336. 

i = 132, S = 108, 

iver le nombre j^ (p entier positil 
lur cela, reportons-nous à la table di 
ititulée 132. Nous y trouvons 
132x0,8 = 108,6 

132x0,9= 118,8. 



- 132 

2,4 
retranchons 0,8, il nous reste -r^^ 

3,2 et 26,4 et se rapproche plus di 

2 4 
reinier. Donc la fraction -j^ est i 

00 
la traction j^ est comprise ent 

approche plus du second nombre 



s avons 32713,82 comme valeur a| 
de N„ et 327,1382 comme valeur approchée de N, 
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Voici la manière habituelle de disposer le calcul : 

logxNi = 4,S147312 
log 32713 = 4,5147204 (a = 132) 

108 
0;8 1056 



2i 
0,02 264 



N, = 32713,82, N = 327,1382 

197. Exemple de calcul lograrithmique. — Supposons qu'il 
s'agisse de calculer le nombre 

A, B, C, D, E étant des nombres décimaux positifs donnés, p et ç 
des entiers positifs donnés plus grands que 1. 

On commence par calculer les logarithmes des nombres A,B. 
C, D, E, en commettant chaque fois une erreur moindre que 

1 1 

TF^ -+- ^7 TTrr- ' puis on applique la formule 

10' 4x10* 

logX = logA + log(B^)4-logVC"-f-log-iH-log-*-. 

Ce calcul donne lieu aux remarques suivantes : 

V Soit n-{- f la valeur approchée de log B, n désignant la 
partie entière (positive ou négative), et f étant une fraction 
décimale comprise entre et 1. pn-hpf est une valeur appro- 

chée de log (B^'), Terreur étant moindre que --^ -h -, — ^-r^ • 

^ 10' 4x10 

Soit n' le plus grand entier contenu dans pf: n'<p/"<n'-f-l: 
la valeur approchée de log (B'') pourra se mettre sous la forme 
{pn -+- n') -H f, /*' étant, comme /*, un nombre décimal cor 
pris entre et 1. 

2*» Soit L la valeur approchée de logC, de sorte que l'on 

1 1 

logC = L-+-e, avec |£|<_-h__^. On en cor 



I 



i DES LOGARITHMES DES NQHBKES 

-■ Appelons L' la fractioD ayant 

Dur numérateur un nombre entier 

— ; on a 
J 

prend L' pour valeur approchéi 

^1/1 1\ 1 

le erreur < tttt I 1- -^ I -i- ; 



3nte aucune difficulté si la partie en 
[le. Supposons-la négative : 

Soit — )■ le premier des nom 
jouté à — n, donne un multiple e 

-(n + r) = ,,', 

1 9 

à chercher la fraction —^ (m e 
de -f qui est compris ent 

comment calculer log -=r ^ Désigr 
[ère remarque, par tu-/" la vî 
I a 



l'l<-ï7iT + 



4X1 



cette partie décimale négative, on 
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le nombre — n — f sous la forme ~ (« -4- i ) + (i — /")• 
Ainsi on obtiendra la caractéristique de log— en ajoutant 
algébriquement -h 1 à celle de log D et en changeant le signe 
du résultat; puis on obtiendra la partie décimale de log jr en 

retranchant de 1 la partie décimale de logD (*). Ajoutons que 

i 

le nombre log-rr- s'appelle quelquefois le complément loga- 
rithmique ou le cologarithme de D, et se représente par oologD. 

4° Appelons enfin N la somme (algébrique) des caractéristi- 
ques de log A, logB^ logS/C, cologD, cologE, et F la somme 
(arithmétique) de leurs parties décimales. Soit n le plus ^nd 
entier contenu dans F; on a F = n-f-/', 0</'<l. L'er- 
reur commise en prenant (N h- n) -h /* pour valeur approchée 
de log X est moindre que 

UO^"^ 4xlOV 10^"^ 4 



ou que 



4x10» 10' 4^x10' 



9 



10' 4 X 10» 

En nous reportant à ce qui a été dit plus haut, nous voyons que 
Terreur commise sur X est moindre que 



B 






1 














3 


+ p-t- 


Q 




1 




1 




4-1- 


p + - 


40 




-f- 


2 


-h 


40 


1 

■*"200 






A — 


1 











10 



N+»-* 



ou que 




N+n-* 



(') Cette soustraction se fait par la règle mécanique que voici : onrelnn- 
che de 9 toutes les décimales sauf la dernière, et de !0 la deniière décimale 
de logD. 
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-i étantladiiférenceubulaipequifiguredanslarecherehede X. 
Nous allons mettre à profit plusieurs de ces remarques dans 
l'exemple numérique que voici. 



198. Calculer le nombre X = 
A = 3î,41ii75, 



7,188363, 



avec 

C = 0,67918i4. 



Calculs 
t" Calcul de 
log32ili = 
0,7 
0,08 



xiliaires. 



logA». 

4,!H070S8 (134) 
938 
67 



log32ilî,75 = 
logA = 
logA'g 



4,51071888 
1,6107188 
3,0214316 



2* Calcul d 
log 71883 : 
0,6 
0,03 



! logfB. 

: 4,886(449 (60) 



18 



log 71833,63 = 4,88644868 
log 6 = 0,8864487 
loeyB = 0,8884829 



3' Calcul de 
log 67918 = 



colog Î/C. 
4,8319849 (64) 
188 

286 



log 67918,24 = 


= 4,8319864.16 


logC = 


= 1,8319864 


logVC = 


= 1,9870966 


colog vn= 


= 0,0420034 



Caleuh définitifs. 
log A^- 3,0214316 
log VB = 0,2884889 
Cologne = 0,0420034 
logX = 3,3489179 
log X, = 4,3489179 
log 88331 = 4,3489082 (A = 194) 
0,8 .. . 97 
X, = 22331,8 
X = 2233,15 



Dans le cas présent, l'erreur —r; commise sur logX est 
moindre que (^ + j-ijj_)(2 + i- + i-), parce que 
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les divisions par 3 et par 4 se font e: 

L'erreur commise sur X est d'aillei 

■ 2 "^i( 



m 



drc que 

J-. I 

1000 

Cl 2233,152. 



1930 77200 
j^r---- La valeur exacte de X est d 



Eqnatlont ezpoi 

199. On appelle éguatioti expon 
l'orme 

(l) a' = t 

a i^lant un nombre positif donni5 ( 
rëcpiiilion n'a aucune solution . Sup 
tion admet une Holntion et uncseul 

rloga ^ log b, d'o 

On ramène à la rf^sohilion de Véi 



m 



(*•) 



1, h. c étant trois nombres posil 
et b Olanl diftérents de 1. Preno 
h' = y. On oblienl y h l'aide de 

(3) 
qui est de la l'orme (1), cl qui doni 



INTÉRÊTS COMPOSÉS 

Pour que l'équalion proposée ait une solution, il l'aut que 
positive, c'est-à-dire que l'on ail 

fa _|)(c -!)>«: 
c doit donc être ditîérent de I, et a et c doivent être 
tanément inférieurs à 1 ou simultanément supérieur; 
y étant connu, on obtient x par l'équation 

W I'' = y> 

également de la forme {!), et qui donne 

j.^ 'ogy 

logé 
En résumé, si a, 6, c sont trois nombres positifs et dit 
de l, si, de plus, {n — i)(c — 1) est ^-O, l'équatior 
une solution et une seule, et la résolution de cette équal 
ramène à la résolution de deux équations de la forn 
Dans tout autre ras, l'équation (2) n'a aucune solution. 

Problèmes sur les Intérêts composés. 

200. Problème f. — On place un capital a (évalué en 
au taux de lOOi- pour 100, et, à la fin de chaque ann 
ajoute au capital les intérêts que l'on vient de recueillir 
ce qui s'appelle placer te capital à intérêts composés. Qi 
devenu le capital au bout d'un temps N (évalué en annéi 
Soit n la partie entière de N, et posons 

N = « + /- {0<f<l) 

Au bout d'un an, le capital a a rapporté des intérêts é 
ar, et a acquis une valeur égale à 

a + "r = aH^r: = a'. 
Ce capital a' à son tour a acquis au bout d'un an une 
égale à 

a'{\ + r) = a[\ + T)- = a'; 

le capital a' acquiert au bout d'un an la valeur 

a"(H-)-} = a(l-f r)», etc. 
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On voit ainsi que, au bout de n ans, le capital a a acquis uoe 
valeur égale à 

Pendant le temps /*, le capital a^") rapporte des intérêts égaux 
à a'^^^fr; ces intérêts, joints au capital a^"\ constituent Ja 
somme a"'^(i -h fr) ; telle est la valeur acquise par le capital 
a au bout du temps N; si on Tappelle A, on a 

(i) A = a(l-hr)''(i-+-r/"). 

Cette formule, dite formule des intérêts composés^ résout le pro- 
blème. On calcule A par logarithmes. 

Problème II. — Quel capital faut-il placer à intérêts com- 
posés, au taux de iOOr pour 100, pendant un temps N, pour 
retirer au bout de ce temps une somme A ? 

Soit a ce capital, et soit, comme précédemment, 

n étant entier, et f compris entre et i. La formule (1) 
résout encore le problème : elle donne 

A 



a = 



d'où 



log a = log A -f- n log 



(l4.rr(l + r/-)' 
1 



1-hr 



log 



l + r/ 



Problème III. — Pendant combien de temps faut-il placer 
un capital a, à intérêts composés et au taux de lOOr pour 100, 
pour retirer au bout de ce temps une somme A ? 

Le problème n'est évidemment raisonnable que si A est 
supérieur à a. Supposons donc A > a; appelons N le temps 
cherché, n la partie entière de N, et soit 

N = rn-/^ {Q<f<l). 

La formule (1) donne 

log A = log a -H n log (1 4- r) -*- log (1 -h rf)y 

d'où log A — log a _ log{i-4-r/') 

log(i-f-r) "" " log(lH-r) ' 



l'ÉRËTS COMPOSÉS 

igA-loga 

log{H-r) 

périeur à cette fraction : 

; A — log a 

-'■) 



hB, 



et R sont tous deux au moins 
n a nécessairement 

îg(l + r/-) = Rlog(l + r). 
le nombre ayant pour It^i 
ié par l'équation 

d'où f = i^li. 

ifie dans la pratique la résolut 
it à la formule (1) la formule i 



aème valeur n' que précédem 

P — 1 
ft au lieu de — ; on est 



jre f est une fraction — > rem| 
r la formule approchée (2) rev 
ise les intérêts non tous les ans. 



e que I» formule (1) lorsque N e 
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tous les ç""'" d'année, en choisissant toutefoi 
en un q^*"" d'année de manière que ce frani 
d'un an, la valeur 1 + r. 

Appelons, en elfet, x cet intérêt. Le nomb 
contenus dans la durée totale du placemec 
raisonnant comme pour établir la formule (1 
peine que la valeur acquise par le capital a 
est 

(3) A =a[\-\-j:f ■<'<•. 

En particulier, la valeur acquise par 1 fra 
est ce que devient le second membre pour t 
cette valeur doit être I -i-r : on a donc, 
l'équation 

(l+x)ï = l + r, d'oii 4 + 

Si l'on remplace 1 -i- a; par celte vale 
membre de la formule (3), on obtient 

c'est bien la formule (2). 

Pi-obli>me IV. — A quel taux faut-il pla 
posés un capital a pour que la valeur aci 

au bout du temps N — n-\- f soit A? 

Nous allons montrer que la seule conditi 
problème est A > a. La formule (!) peu! 

On voit que l'inconnue i* est racine de l'éq 

or si l'on fait croître x d'une manière coi 
la l'onction f{x) croit d'une manière con 
car ses doux facteurs sont positifs et croissa 



INTÉRÊTS COMPOSÉS 

fonction augmente indéfiniment en même temps que . 
prend donc une fois et une seule la valeur — ■ 

Le calcul de l'inconnue r est facile lorsque f est éga 
on a alors 

n log(l + r) = logA — log a. 



d'où 



log(! + r)=-L{logA-loga). 



Dans le cas général, on a la formule 



Cette formule ne résout pas le problème, puisque son 
membre renferme l'inconnue. Commençons par négl 
second terme du second membre : la partie restante sera 
rithnie, non de 1 -t- r, mais d'un nombre 1 -i- r, su 
à 1 + r. Calculons le nombre Ti suptTieur à r, puis n: 
!e à la place de »■ dans le second membre de la formul 
nous obtiendrons ainsi le logarithme d'un nombre 
inférieur à 1 •+- r. Calculons le nombre r,, et meltoof 
place de r dans le second membre de la formule (4); n 
tiendrons ainsi le logarithme d'un nombre 1 + rj su 
à 1 -t-î-, mais inférieur à 1 -i- ci. En rcmpla^-ant r 
dans le second membre de la formule (4j, on obtient 1 
rithme d'un nombre I+Tj inférieur à 1 + r, mai 
rieur à 1 + »■„ et ainsi de suite. On forme ainsi deu 
de nombres : 



les premiers supérieurs à r et décroissants, les sccom 
rieurs à r et croissants. Si l'on prend, pour valeur api 
de T, par exemple rj ou rt, on commet une erreur r 

{jue fj — n; en prenant — - — comme valeur ap| 
de r, on commet une erreur moindre que — 5 



334 FONCTION LOGARITHMIQUE 

Il nous reste, pour compléter ceci, à montrer que r* tend 
vers r lorsque k augmente indéfiniment. A cet effet, posons 

log(l-4-rjk) = u*, log(l-f-r) = w; 

on en conclut 

n, = 10«* — 1, r = 10" — 1 : 

tout revient donc à prouver que u* tend vers u. Or on a 

i 

w* = B — — log(l-|-r*.,/*); 

u = B~-ilog(l-hr/'); 
l/A — li = — log 



Désignons par Ik la valeur absolue de u^ — «, c'est-à-dire 
uu — u si A: est impair et ti— w* si k est pair; nous allons 
voir que Ton a, quel que soit A, 

1 

n 

En effet, si k est impair, on a 

0* = wa— u = — log-r ~ < — log 



caria fonction —. est croissante. Par suite, on a 

n 
Si k est pair, on a 

^ 1,1-+- rfc_,/* ^ 1 , 1 4- rjfc_i 

0, = li- w, = — log I . / < — log ■ 

1 

Donc, dans ce cas encore, §a est inférieur à — 5*_i. 

n 

Multiplions membre à membre les k — 1 inégalités : 

1^1 1 

n 71 n 

\ 

il vient o^. < -— — a, : 



/ 



ANNCITÉS 

c bien vers quand k augmente indé6n 
le, comme le précédent, se simplifie par l'e 
! approchée (2) ; elle donne en effet 

logA=loga+Nlog{l-t-r), 

imbre ayant pour logarithme la Traction pt 

- (p>l;; on a 

-f-r = p, d'oii !■ = p — 1. 

Problèmes but les annultéfl. 

ème 1. — Une personne prête à une autn 
le débiteur rembourse la dette au moyen 
:aux, le premier ayant lieu au bout d'un i 
lut de deux ans, etc. Calculer la valeur du 
le taux de l'intérêt étant de lOOr pour 100. 

aleur de l'annuité. Supposons que le prêteur 
iposés chaque somme a dès qu'il l'a reçue 
|ue du dernier paiement, amassé un capital < 

it être le même que celui qu'il aurait obten 
■s en plaçant la somme A à intérêts compos 

légal à 

A(l + r)". 
û la formule 

i nom de formule des annuitêi. On en tire 

^'<'+'-)- ^rL. ,._„^..,. 
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On calcule d'abord b au moven de la formule 

logô = «log(l-4-7-)> 

puis on a 

i 

log a = log A -4- log r •+- log 6 -h log -r r- • 

— 1 

Voici un autre moven d'arriver à la formule (1) : 

Un an après Ip prêt, et avant le premier paiement, la dette est 

de 

A^l-hr); 

elle n'est plus que de 

A(l-hr) — a 

après le premier paiement. Deux ans après le prêt, et avant le 
second paiement, la dette est de 

[A(i-Hr)-a](l-hr) = A(l-4-r)«— a(H-r); 

elle n'est plus que de 

A(l4-?')^— a[i->rr) — a 

après le second paiement. En continuant de la sorte, on voit 
que, immédiatement après le p**'"* paiement, le montant de la 
dette est de 

A(l-hr)^— a(l-+-r)'^* — a(i4-r)''-« ... — cr(i-i-r) -a 

ou de 

kii-^-ry — a^- • 

r 

En écrivant que cette expression est nulle pour p =n, on 
retrouve la formule (1). 

Problème II. — Quelle est la condition pour que l'on puisse 
rembourser une dette A au moven d'un certain nombre d'annui- 
tés égales à a, le taux de l'intérêt étant de iOOr pour 100 ^ Si 
cette condition est remplie, quel est le nombre des annuité à 
payer? 

Il faut et il suffit que l'équation (1), dans laquelle on consi- 
dère n comme inconnue, admette une solution entière positive. 
Or cette équation peut s'écrire 

{a — Xr){i -h r)" = a. 



Elle n'a aucune solution si a est égal b Ar. Supposons a^kr; 
il Taut alors calculer n de façon que l'on ait 

(' + '■>■ = a-^.- 
On a donc à résoudre une équation exponentielle en n. Cette 
équation n'a aucune solution si a est <Ar; supposons 
a > Ar. Alors elle admet la solution unique 
^ log g — log (g — Ar) 
log(i+r) ' 
cette valeur de n est positive, mais en général non entière. 

Ainsi il faut avant tout que a soit supérieur à Ar; on pou- 
vait prévoir cette condition en remarquant que Ar représente les 
intérêts annuels de la somme prêtée A. Il faut ensuite que le 
quotient positif 

loga-log(a — Ar) 

Iog(l+r) 

soit entier. Si cette condition est remplie, et si n est la valeur 

dece quotient, on remboursera exactement la dette A au moyen 

de n annuités égales à a. 

Remarque. — Supposons que le quotient précédent, au lieu 
d'être entier, soit compris entre les deux nombres entiers con- 
sécutifs n et m- 1 : 

logg— log(a-Ar) , 

"•^ log{i + r) <-+■'■ 

On tire de là, par un calcul facile, 

AK' + T' Ar(l + iT . 



(l+'-r'-l ^(l + rr-f 

a est donc inférieur à l'annuité qui éteindrait la dette en h 
années, mais supérieur à l'annuité qui éteindrait la dette en 
H + 1 années. On pourra éteindre la dette en versant, immé- 
diatement après la n''"" annuité a, une somme égale à 

Ad^.r- "!"-^;'--'! 

cou ET niex. — traité o'alcrbbe 22 



r 
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Problème III. — Quel doit 
la dette A soit remboursée ai 

Le problème n'est évidem 
> A. Supposons cette condil 
s'L^rire 

r(l-n 
r est donc racine de l'équatioi 

* 

Ç('l = — • 

Nous allons démontrer (|ue C( 
«t une seule. A cet effet, écrîvi 

Il est clair que, dans l'interv 
continue et dt'croissante. x ci 
purdr de 0, la fonction o(x) 
partir de n ; elle tend vers ( 
elle prend donc une fois et un 
fJricurcà n. Lacondîtion na 
le problème soit possible. 
Pouravoir l'inconnue c à j 

à la place de x, les nombres - 

obtienne deux résultais compr 

■\m} -^ a 

«n en conclut 



^ 
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ubstituera, à la place de x, les 
jjrjjj= t etc. Si l'ou trouve 



■>? 



iOO 1000 / 



^100 1000 

irai suffisante. 

D remarquant que l'on a 



<'■< 



A ' 



Posons d'ailleurs 



H-r-i. 






rc ï est posilir. Il suHira donc de 
mbres appartenant à l'iiUorvalle 



^ 
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202. Nous commencerons par faire quelques remarques tirées de 
la théorie des séries. 

Considérons les deux séries 

(1) Wl, t'2, . . ., Mn» 

et 

dont la seconde s'obtient en supprimant dans la première les p 

premiers termes; nous allons montrer qu'elles sont de même nature. 

Appelons, en effet. S» la somme des n premiers termes de la 

série (1) et Sn la somme des n premiers termes de la série (2). On a 

Si donc, n augmentant indéfiniment, Sp+n tend vers une limite S, 
par cela même S» tend vers une limite S — S^,. Et de même, si 
S„ tend vers une limite S, Sp+n tend vers S 4- S;,. Ainsi la conver- 
gence de Tune quelconque des deux séries entraîne la convergencf 
de l'autre ; par suite, la divergence de Tune quelconque des deux 
séries entraîne la divergence de Tautre. On voit de plus qu'entre les 
sommes S et 2 des deux séries supposées convergentes existe la 
relation S = S^ -|- 2 ; de sorte que 2 est Verreur commise en pre- 
nant Sp pour valeur approchée de S. 

203. Soit 

(1) Wl, M2, Vz, ..., W„, ... 

une première série à termes tous positifs, et 

(2) t?i, V2, r;j, ..., r„, ... 

une seconde série à termes tous positifs et convergente. Supposons 
qu'on ait 

(3) Ml < ri. Ma ^ Vi, M3 < C3, . . ., Un ^ v„ 

Dans ces conditions : \^ la série (1) est convergente ; 2° la somme de 
la série (1) est inférieure k la somme de la série (2), à moins qu'on 
n'ait Un = v„, quel que soit n. 

Appelons, en effet, Sn la somme des n premiers ternies de la 
série (1), S» la somme des n premiers termes de la série (2), enfin 
2 la somme de cette série. On a, quel que soit n, 

Sn < 2«, 2„ < 2, d'où S„ < 2. 
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, uugmente avec n, puisque les termes du (I) sonl tous 
ne S„ tend vers uoe limite S au plus égale à £. 
ice non négative S — S est la somnip de la série 



terme n'est négatif. Cette somme ne peut être nulle que 
irmes »!ont nuls. 



idérons la série 

le on a 

— J. — _L — < 
ii,_^, Mï— ,2' ■■■' "" — i.2.3...n ' 

rie à termes tous positifs dont les termes, à partir (In 
(Ont moindres que ceux de la série 
, , j_ 1 i. I 

* ' 3 ' 4 ' 8 • ■ ■ ■ ' â"-' ' ■ ■ ■ ■ 
(2) est une progression géométrique décroissante de 
îlle est donc convergente : donc la série (I) l'est aussi. 
de la série [l] est le nombre désigné en analyse par la 



nous compte de l'erreur commise en prenant S» pour 
ochée de e. Cette erreur est la somme de la série con- 



mes à partir du second sont respectivement moindres 
les de mi'me rang de la série convergente 



^r (n-4-1)»' ■■■• (»+\r 

e de cette série (1) est égale h. 



n 



erreur commise est moindre que — ^. On a donl^, 



»< e - S„ < - 



^ 
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Pour n = i, cette double inégalité devient 

Ainsi le nombre e est compris entre 2 et 3. 

Le nombre e est irrationnel^^). Si, en effet, e était égal à une frac- 
tion — , on aurait 
n 

o<J!?._s„<if=.. 

n n 

et par suite, en multipliant par 1 .2.3. . .n les deux membres de cha- 
cune de ces deux inégalités : 

0<N< -i-, 

n 

N désignant le nombre ( Sn ) X 1 .2. . n, lequel est entier. 

Ce résultat est absurde, puisque — est inférieur à 1. 

205. Voici la propriété fondamentale du nombre «, celle à laquelle 
est dû le rôle de ce nombre en analyse : 

Théorème. — Considérons la fonction y = (iH ) • Nous 

avons vu qu'elle est définie et continue dans les deux intervalles 
(— oc , — 1 — sjï (-^- E, -4- oc ) : la variable x peut donc grandir 
indéfmiment par valeurs positives ou par valeurs négatives. Nous 
allons faire voir que, dans les deux cas, la fonction y tendtm 
une limite, et que celte limite est égale à e. 

Pour cela, considérons d'abord l'expression M H j » dans 

laquelle m est un nombre positif et entier, et démontrons qu'elle 
tend vers e lorsque m augmente indéfiniment. 

i H I par la formule du binôme : 



(-i) 



' \'" _ j mi m{m — 1) i 

— 1 H — r- • 1 — T — =• 

i m i . 2 m* 

m{m—\)...{m — p-hl) 1 



+ 



1.2... /> mf 

m(m — 1 ) . . . ( m — w -+- i ) 1 



1 . 2 ... m m*" 



(') Il y ;i plus : toute puissance de e est irrationnelle ; et, plus générale- 
ment, e no peut être racine d'une équation floOT" -+- ûiar*-' -i- . . . -hC = ^ 
h coefûcients rationnels. 



,f.p»l'h«i;;^ -Vf • • — r ' ■ 



■„^ ISi-^-::-. .fl. 
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ce qu'on peut écrire 



1 
1 — 



(1 \»n 1 m 
•-^i) =* + t+-t:^-^ •- 

-f- J ^— h 

1.2 ... m 

Lorsque m augmente, tous les termes de ce développement aug- 
mentent {sauf les deux premiers, qui ne dépendent pas de m) ; le 
nombre des termes augmente également, et, comme ils sont tous 

positifs, il en résulte que U^^-^Y augmente avec m. D'autre 

part, les deux premiers termes du développement de ( * + ~ ) 
sont égaux aux deux premiers termes de la série qui. définit le 
nombre e, et les termes suivants du développement de ( 1 ■+■ — j 
sont respectivement moindres que les termes de môme rang de la 
série e : (i-i j est donc, quel que soit w, inférieur à e. 

1 H j tend vers une limite l, et l on a 

Ce point étant établi, nous allons montrer que, quel que soit 
rentier positif p, l est supérieur à la somme S^ des p-^i pre- 
miers termes de la série e. Prenons, en etfet, pour p un entier 
positif quelconque, et supposons w>p; puis désignons par Jlj, 
la somme des p + l premiers termes du développement de 

1 H j et par R^ la somme des termes restants. On a 

Le nombre p restant fixe, faisons augmenter m indéfiniment; alors 
I,j, tend vers S;,, et Kp tend vers une limite positive. On a donc 

l ^= Sp-h un nombre positif, 
et par suite ,^ 

/ > S;>. 

Ainsi , on a, quel que soit p, 

Sp < / < e, 
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et on en conclut 

e — / < e — Sj,. 

Cela posé, soit e un nombre positif quelconque; il existe un entier 
positif p tel qu'on ait 

e — ^p<t\ 
on a donc a fortiori 

et cela n'est possible que si l est égal à e. 
Considérons maintenant la fonction y = (i -{ ), et faisons 

croître x indéfiniment par valeurs positives quelconques. Soit m 
le plus grand entier non supérieur h se : m'<a<m-hl. On a 

1-h— V-r < 1 + — < l-h~» 
et par suite 

la première inégalité résulte de ce que la fonction a?", où m est 
positif, est croissante; la seconde résulte de la croissance de la fonc- 
tion a', dans laquelle a est plus grand que 1. On a de même 

Ainsi on a 

Or les deux expressions 

tendent vers e quand m augmente indéfiniment, car on peut les 
écrire respectivement 

et sous cette forme on voit qu'elles sont, l'une le quotient, Tautre 
le produit d'une expression qui tend vers e par une expression qui 
tend vers 1. Donc, quel que soit le nombre positif e, il existe un 
entier positif r tel que, pour m > r, ces deux expressions soient 
comprises entre e— e et e-f-e; pour « >^ r, l'expression 

/iH j sera elle-même comprise entre e — e et c-he: 



m+l 
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c'est dire que ( 1 H \ tend vers e quand a augmente indéfi- 
niment par valeurs positives. 

Il reste à montrer que la fonction y = {\-\ 1 tend égale- 
ment vers e quand « augmenta indéfiniment par valeurs néga- 
tives. Posons pour cela « = — ar" ; nous aurons 

(-^r=('-vr. 

et, quand x augmente indéfiniment par valeurs négaUves, a/ aug- 
mente indéfiniment par valeurs positives. Or on a 

('-7r=(.-^r=(-^rx(.^^)- 

^ augmentant indéfiniment par valeurs positives, nous savons que 
le premiei- facteur tend vers «; le second tend d'ailleurs vers! : 
donc y tend vers e. 

I.e Lhéortme est donc complètement démontre. On peut encore 
l'énoncer en disant que la fonction 

définie et continue dans les deux intervalles {— l-t-t, — e)i 
(+ £, -f- X ), tend vers e quand x tend vers 0. Car si on pose 



» = l' + t)^ 

X tendant vers 0, t augmente indéfiniment, et y tend vers e. 
206. Applications : 1° La fonction 

définie dans les deux intervalles (— 1 -i- e, — e), (+t, +«), 
tend vers l quand x tend vers 0, car on a 

X tendant vers 0, (l+«)~ tend vers e, el L(H-ar)~ tend 
vers Le, c'est-à-dire vers 1. 
2' Soit j et 3 deux fonctions de « qui, x tendant vers a, ten- 
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dent simullanément vers 0. On a 

L(l4-g) _ L(l H-a) ^^ a 

? - a ><r 

d'où il suit que, si Tune des fonctions 

L(l-4-a) _a_ 

a une limite, l'autre a une limite égale. Il en résulte que, si Tane 
de ces fonctions n'a pas de limite, l'autre n'en a pas non plus ; en 
particulier, si l'une augmente indéfiniment, il en est de même de 
l'autre. 

On a les mômes conclusions à l'égard des fonctions 



LU + 9 



et 7-, car on a 



L(<4-a) __ L(1+a] , , ^^ , a 

3° Soit M et t? deux fonctions de a?, et supposons que, « tendant 
vers a, u tende vers 1 et que v augmente indéfiniment. Pour voir ce 
que devient la fonction w», on la met sous la forme e*^, et on 
cherche ce que devient v\m. Si on pose 

t* = 1+ a, t? = -r- , 

? 

a et ^ tendent vers quand x tend vers a, et on a 

1.(1 -f- a) 



v\.n = 



? 



Ce qui précède permet de su])stituer à la fonction vLu la fonction -5- 
qui, dans certains cas, est plus facile à étudier. Soit, par exemple, 

u =1 i -{- kx. t? = — , 

d'où 

\J I -+- kx] 

X 

X tendant vers 0, vLu tend vers A. La fonction (l-f-fcc)' tend 
donc vers e* quand x tend vers 0. 



207. On appelle logarithme ncpèrien d'un nombre positif x h 
logaritlinie de ce nomhre pris dans le système de base c. Au lier 
d'écrire log^a:, on écrit Lx. 



EXERCICES l] M 

Nous avons vu que, a et a' étant deux nombres positifs quelcon- 
ques différents de 1, le rapport , ^'^ a une valeur indépendante 

1 

de a? ; cette valeur est loga«' ou -î . Faisons a' = e: nous 

loga« 
aurons, quel que soit x, 

Ce nombre loga^ ou -^ — , par lequel il faut multiplier les loga- 
rithmes népériens des différents nombres pour obtenir les loga- 
rithmes de ces nombres dans le système de base a, s'appelle le 
module du système de logarithmes dont la base est a. Ainsi le 
module du svstème décimal est 

Nous donnerons dans le chapitre VI des séries permettant do 
calciil(?r les logarithmes népériens, et, par suite, les logarithmes 
décimaux des différents nombres entiers. 



EXERCIOFS 








1. Etudier les fonctions 

« 2 -1 X 




1 


1 
t 

X 

a ; 


^^ ŒJ-^S 




1 






aJ 

a 


7 




lOga (cLX^ -h PX -h Y), 


lOgx 


a. 





2. Trouver un nombre positif et rationnel a tel que log«20soit rationnel. 

3. Quels sont, dans le système de base B = a'^b^crt (a, b, c sont dts 
nombres premiers différents et a, p, y des entiers positifs), les noml)re> 
rationnels ayant des logarithmes rationnels ? 

4. Soit n un nombre entier positif, et supposons que le nombre «f, écrit 

dans le système décimal, ait q chiffires. Démontrer que ■^- — est le losa- 

1 
rithme décimal de n à — près par défaut. Exemple : n=2, p = 10. 

P 
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5. Le rapport des logarithmes de deux nombres pris dans un même 
système est indépendant de la base. 



6. Soit log.(H -h 1) — log tt = 6n ; démontrer : !• que 6, diminue quand a 
augmente ; 2' qu'il en êsl de même de S. — 6. + i. 

7. Calculer, avec les tables à 7 décimales, le nombre 

__ (^3226727)^ 
~(î^i 0732872)*' 
et chercher une limite de Terreur commise. 

8. Résoudre les équations 

log p j: — df-h log (3jp — 4/ = 2 ; 
1 



log v^Sjc 4- 8 -+- Y log (2x -h 3) = log 15. 

9. A quel taux 40000^'', placés à intérêts composés pendant 8 ans 2 mo(s, 
deviennent-ils 6439if'-,47 ? 

•10. On considère les trois fonctions 

vérifier les identités 

C\x) — S*{x) = l ; 

C(x H- y) = C(x)C{y) 4- S(x)S(y) ; 

S:x 4- y) = S(x)C(y) ^- C{x)S{y) ; 

= T(a?) -4- T (y) 
r(x-+-i/)— 1 4. T(.c)T(y} ' 

[C{x) -f- S(x)]" = C(nir) -h S()wc), 

n étant un entier positif. 
Etudier la variation de ces trois fonctions. 

*ll. Trouver la limite, pour a; = 0, de •• Lpo~* ^— b 



X 



*12. Trouver la limite, pour x infini, de (1 — ^ , m ) 



J/3x»-l 



^1 
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iercle de centre dont le rayon est égal 
1 peut parcourir dans deux sens oppost^s 
jrcle; nous distinguerons ces deux sens 
mlif, l'autre sen» négatif. Soit enlin A 
choisi sur la circonfcrence; nous appel- 
les arcs. Au cercle nous donnerons 
métrique. 

ibrc X, positif ou négatif, nous ferons 
M du cercle trigonoméU-iquc d'après la 
! point d'arrivée d'un mobile qui, parti 
circonférence un chemin égal à | a: | , 
int dans le sens positif, ou constamment 
uivant que le nombre x est lui-même 
appellerons ce point M rexti-émité de 

l'extrémité d'une infinité d'arcs ; clier- 
mérale. Soit « le chemin parcouru par 
, et qui marche constammeni dans le 
où il par>-ient en M pour la première 
entre et 2it, est le plus petit arc positif 
icilement que les autres arcs positifs ler- 
:, + W, a+0~, etc. ; leur expres- 
iAir, k étant un entier positif quel- 
:s négatifs terminés en M sont a — 2^, 
leur expression générale est <i — 2fcn, 
^quelconque. De sorte que l'expression 
erminés en M sera i-\-ikT:, k étant 
)sitif, nul ou négatif. 
it ^ l'un quelconijuc des arcs terminés 
r k, tel qu'on ait 

d'où 3 = ? — 2^-,Tr. 



r 
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Par suite, l'expression géD( 


] 




,^À 






A', ff (b, A', 


B' som les ei 



Il suit de là que, pour que 
mités confondues, il faut el i 
soit un multiple pair de t:. 

Lfls extrémités M, M' de ( 
par rappoil à A'A. D'après 
arcs terminés en M, et M' 
porta A'A, 2A- — a sera 
minés en M'. Donc, pour 
extrémités symétriques par r 
leur somme a + ? soit un 

209. Théorème. — Soil x, y deux nombres (/ueiconijuei. 
Soie B l'extrémité de l'arc x, A étant Cm- 
ginedes arcs; soil C l'extrémité de Tare >j- 
B étant l'origine des arcs : le point C «' 
l'extrémité de l'arc x + y avec A pouf 
origine. 

Faisons, en effet, parcourir à un mobile 
l'arc géométrique ABC dans le sens ABC; 
soit I le oliemin qu'il a parcouru quand il 
celui qu'il a parcouru quand il arrive 
G. L'origine des ares étant A, le point B est l'eslrémilé de l'a 
-i- a, si le mobile a du marcher dans le sens positif f (fig-.^ 
■de l'arc — a, s'il a dû marcher dans le sens négatif [^y. 2 




^■CTl0^8 C1RCILAIBE8 



éniité de l'arc =t p avec l'origin' 
e l'arc ± {a -t- P) avec l'origine 
xiste donc deux entiers k, kx tel: 

it 

2ftu ± a ^ .r, : k,- ± ? = 

es signes supérieurs se rapportei 
ig. 1 et les signes inférieurs à la 
ien j'cxtrémilé de l'arc x-t-y, 



îxlrémités M, M' des deux arcs a, 
ne A, sont symétriques par rapi 
l'extrémité de l'arc i:, l'origine d 
, I étant l'un quelconque des ai 
int le symétrique de M par rappf 
es arcs terminés en M' est (2k •+- \ 
arcs a, 8 aient leurs extrémités 
0, il faut et il suffit que leur dil 
p — X soit un multiple impair de t.. 

2" Les extrémités M et M' des deux arcs a et b, a' 
même origine A, sont symétriques par rapport au diam< 
passant par l'extrémité G de l'arc — -— ■ Car on a 



de sorte (|ue M et M' sont les extrémités des deux arcs < 
— 5— et — 5— ! G étant pris pour origine. 

On conclut de là (en désignant toujours par B, A', B' le 
mités des arcs -^ . t., ~ \ : 1° que les extrémités 1 
des deux arcs a et t. — a sont symétriques par rap 
diamètre B'B ; 2° que les extrémités M et M' des deux a 
-^ — a sont symétriques par rapport à la bisseclr 
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angles AOB, A'OB'. Les arcs t. — a et -^ a s 

tivement appelés le supplément et le eomplémrnt 
Ainsi deux arcs n et à sont supplêmetitaires ou comp^ 
l'un de l'autre, suivant qu'on a a-»-6 = îT, ou a 4 
D'aprf-s ce qui précMe, » étant l'un quolconqii 
terminés en M, et M' étant le symétrique de M p 
à B'B, l'expression générale des arcs terminés 
(2^-H-l)it — X. Donc, pour que deux arcs a, paient i 
mités symétriques par rapport à BU, il faut et il suJ 
somme a + fi soit un multiple impair de tt. 

210. Fonctions cosx et sin a;. — Choisissons le 
A'A pour axe des abscisses, le diamètre B'B pour: 
données ; et, comme sens positifs respectifs, les sens i 
Soit M l'extrémité de l'arc x. L'abscisse de ce pi 
nomme cosa;, l'ordonnée de ce point se nomme sin 
et sin X sontdes fondions définies dans l'inlen'alle (- 

Ce qui résulte lotit d'aijord de celte détinition, c'e 
valeurs absolues de cos x et de sin x ne dépass 
l'unité, et que l'on a, quel que soit x, 

cos' x+sin'a: = ). 

Une autre conséquence, c'est la périodicité des 
tions cos X et sin x. 

On dit qu'une fonction f{x) est périodique loi'squ' 
nombre u> tel qu'on ail, quel que soit x, 
fix + ..) = f[x). 
Le nombre w s'appelle la période. On voit aisém 
étant un entier ((uelconque, une telle fonction prend 
égales pour deux valeurs quelconques de x différ 
d'oii il suit d'aiiord que, pour étudier sa variation, 
bomer à faire varier x dans un intervalle (a, a 4 
plitude <u, et ensuite que, C élant la ligne qui n 



l') I' 
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he de la fonction dans un tel intervalle, il sutlit, 
lir la ligne entière représentant la marche de f{x), de 
k C une infinité de translations OL et une inlinil 
lalions LO, L étant le point de x'x d'abscisse w. 
venons maintenant aux fonctions cos x et sin x. Que 
X, les deux arcs x et a: + 2jr ont la môme extréi 
■ et sinx admettent donc la période Ït,, et l'on a, 
!S les valeurs de x et de l'entier k, 
cos (x ■+- ikic) — cos X, sin [x ■+- ikn) = sin x. 

léoréme. — Lorsque deux arcs sont complémentairi 
r de l'un quelconque d'entre eux est égal au cosim 

it, en etfet, x et x" ces deux arcs. Nous avons vu 
1 extrémités M et M' sont symétriques par rapport à I 
ice des angles AOB, A'OB'. Proposons-nous de démt 
l'on a 

cos a; = sin x'. 

ssons, à cet elTet, du point M la perpendiculaire Ml 
et du point M' la perpendiculaire M'P' sur B'B 
es A'A, B'B étant elles-mêmes symétri^gues par ra 
bissectrice des angles AOB, A'OB', il en sera de mèni 
i P, P" de ces perpendiculaires. Donc on a OP = OP', 
ï, si P est sur OA, F est sur 08; si P est sur OA', 
OB' : car, dans la symétiie considérée, ce sont les 
'es OA, OB (]ui se correspondent. On a donc OP = 
ir suite cos x = sin-a:'. 
nsi on a, quel que soit x, 

sin ( -X — 1 1 = cos X, cos ( -^ — X j = sin a 

!iix arcs opposés, ayant leurs extrémités symétrique 
ort à A'A, ont leurs cosinus égaux, leurs sinus opposée 

cos ( — x} = cos X, sin ( — i) = — sin -r. 

: est donc une fonction paire et sin x une fonction im 
iuxarcs supplémentaires, ayant leuiî extrémités syméti 



cos 
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par rapport à B'B, ont leurs cosinus opposés^ leurs sinus égaux : 
cos (t: — x) = — cos Xy sin (tc — x) = sin x. 

Deux arcs digérant de ir, ayant leurs extrémités symétrkfues 
par rapport à l'origine, ont des cosinus et des sinus opposés : 

cos (x H- t:) = — COS X, sin (x -h 'î) = — sin x. 

Signalons encore les formules 

( X -f- -3- j = sin (— x) = — sin x, 

sin ( X -h -^ I = cos ( — x) = cos x. 

Pour que deux arcs aient le même cosinus^ il faut et il suffit 
que leurs extrémités soient confondues ou symétriques par rap- 
port à A'A, c'est-à-dire que leur différence ou leur somme soit 
U7i multiple pair de tt. Les racines de Téquation 

cos X = cos a 

sont, d'après cela, les arcs 2A:7c -h a et les arcs 2fct — «. 

Pour que deux arcs aient le même sinuSy il faut et il suffit que 
leurs extrémités soient confondues ou symétriques par rapport 
à B^, c'est-à-dire que leur différence soit un multiple pair ou 
leur somme un multiple impair de t,. D'après cela, les racines de 
l'équation 

sin X = sin a 

sont les arcs SA-r-ha et les arcs [U-^-iy^ — a. 

Enfin, pour que deux arcs aient à la fois le même sinus et le 
même cosinus, il faut et il suffit qu'ils aient la même extrémité, 
c'est-à-dire que leur différence soit wn multiple pair de r.. De sorte 
que les racines communes aux deux équations 

cos X = cos a et sin x = sin a 

sont les arcs 2kr. -h a. 
En particulier, les racines des équations 

sin X = 0, sinx=-hl, sinx = — 1 

sont respectivement les arcs 

X = kr,, X = Ikiz -H "ô" ' a? = 2A7r 3- » 



FONCTIONS CIRCOLàIRES 

lions 

0, COS X = -\- i, COS X = — \ 

ment les arcs 

ictiom COS X et sin x sont continues pou 
iriable. Soit x, un nombre quelconque < 
'. Supposons d'abord que l'exlrémité M ( 
li en A ni en A' (Ji ^ ftn). Portons 
tir de M, et de part et d'autre de M, dei 
L à E ; nous pouvons toujours supposer 

les points N et N' appartiennent au 
.' que M. Des points M, N, N" abaissons s 
laires MP, NQ, N'Q'. x variant entre 
sar varie entre OQ et ÔÛ'. Or on a 

ÔQ = ÔP + PQ = cos.T, + PQ, 



Ot/ = COS X, + Py ; 
leux lenteurs PQ, PQ" sont évidemment 
1 voit que, pour x compris entre a-j - 
reste compris entre cos Xi — s et cos ; 

fonction cosx est continue pour x = i 
t le point H tombe en A ou en A', alors les 
étriqués par rapport à A'A, et les point! 
. Supposons H en A. a; variant de Xi- 
«stc supérieur à OQ, inférieur ou égal à 

cos X ou cos Xi — cos X reste inférieure 
. La conclusion est la même, 
la fonction cosu, u étant une fonction 
ir les mêmes valeurs de x que la fonc 

particulier, la fonction sin i = cos ( â 
îl que soit x. Il serait, du reste, facile 
itemenl. 
s mêmes de cosx et de sini montrent! 
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diatement comment varient ces fonctions. Voici un tableau 
indiquant ces variations dans l'intervalle (— ^, -h"^-)' 



X 


■^"^ «b 




2 


cr. 
cr. 









-4-1 




décr. 
décr. 


-+-- 


cosa: 
sinx 


-1 




cr. 
décr. 





-t-1 



décr. 
cr. 


-1 





Il faut remarquer que la fonction cos x est décroissante dans 
l'intervalle (0, ic), tandis que la fonction sinx esi croutanU 

dans l'intervalle ( ^9 "^ "ô" ) * 

211. Fonctions tgx et cotgj'. — Il est commode de repré- 

, . , , . sin or cosar 

senter par des notations spéciales les quotients et -: — • 

^ in cosx smr 

que Ton rencontre souvent dans les calculs. On pose 



sm X 
cos.r 



= tg.T, 



COSX 

sin X 



= cotgx 



(Il 



Les fonctions tga; et cotgx sont définies et continues, la pr^ 
mière pour toute valeur de x qui n'est pas de la forme 



i: 



^ -t- -3- > la seconde pour toute valeur de x qui n'est pas de 
la forme hz. x tendant vers ht-^--^^ cos x tend vers 0, 



sin a? tend vers ± 1, de sorte que X%x augmente indéfiniment. 
De même, cotgx augmente indéfiniment, quand x tend vers fe. 

On a, quel que soit x, tgo? cotgx = 1. 

Des relations entre les sinus et les cosinus de deux arrs 
complémentaires, opposés, etc., résultent immédiatement les 
formules : 



tg 



{i-')- 



cotg X, 



cotg 



(i-) - 



tgar; 



tg(— x) = — tgx, 
tg(Tt-x) = — tgx, 
tg(x-l-ir) = tgx. 



cotg( — x) = — colgx; 
cotg(it — x) =— cotgx; 
cotg (x -h 7t) = cotg X, 



(') Prononcez : tangente x et cotangentex. 



& 
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S deux deniières montrent que les fonctiODs tg a: et 
dmettent la période ^. 

iste, on peut retrouver ces formules au moyen des déti- 
géométriques suivantes de tgi et de cotgi. Le rayon 
utissant à l'extrémité de l'arc x coupe la tangente en A 
t T et la tangente en B au point U. Les deux triangles 
étiques OPM, OAT donnent la proportion 

5p___PM_ cos i _ sin x 

ÔÂ AT ' * AT ' 



g a; n'est autre chose que AT; on a pareillement 

= bD. 

ulte de là que, pour que deux arcs aient des tangentes 
otangenles égales, il faut et il suffit que leurs extrémités 
onfondues ou symétriques par rapport à 0, c'est-à-dire 
r différence soit un multiple pair de :t ou un multiple 
de Tc, c'est-à-dire soit un multiple de u. Et les racines de 
on 

tg a; = tg a ou cotg x = cotg i 

arcs ftn -h a. 

I la fonction, tg x est croissante dans les intervalles oii elle 
Unue; par exemple, dans l'intervalle ( — s' -a)' 
)ît de — ùo à 4- 00. Au contraire, la fonction cotg a: 
dans les intervalles oii elle est continue; par exemple, 
ntervalle (0,tc), elle décroit de +ao à — ao. 

Fonctions circulaires inverses. — Nous avons vu que, 
intervalle (0, n), la fonction cosx est continue et 
saute, et qu'elle varie de -f-1 à — I. 11 en résulte que 
ion en y 

cos y = j:, 
quelle X est un nombre donné appartenant à l'intervalle 
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( — 1, -+-1), admet une racine et une seule appartenant à l'in- 
tervalle (0, Tz). Cette équation définit donc (n« 185) y comme 
fonction continue et décroissante de x dans l'intervalle 
(— 1, -+- 1); la valeur de cette fonction, que nous représente- 
rons par le symbole arc cosa:, est toujours comprise entre et 
tu; ces limites sont atteintes pour x = -\-i et x =— 1. 
L'équation (1) admet une infinité de racines, à savoir les arcs 
2kr. -h arc cos x et les arcs ikiz — arc cos x. 

De même, dans l'intervalle (— -^ ' "^T/' '^ f^^^^ction 

sin X est continue et croissante, et elle varie de — 1 à -h 1. Par 
suite, réquation en y 

(2) sin y = X, 

dans laquelle x est un nombre donné appartenant à Tintervalle 
( — 1,-1-1), admet une racine et une seule appartenant à Tin- 

tervalle ( — 5-5 -^ -3- ) • ^®tte équation définit donc y comme 

fonction continue et croissante de x dans rintervalle (— 1, +i;; 
la valeur de cette fonction , que nous représenterons par 

arc sin a?, est toujours comprise entre ^ ^^ "^T ' ^ 

limites sont atteintes pour x = —i et .c = -h 1 . L'é- 
quation (2) admet une infii^ité de racines, à savoir les 
arcs 2A'7t -f- arc sin x et les arcs (2A: -h 1}^: — arc sin x. 

On verra de même que, x étant un nombre quelconque, 
réquation en y 

(3) tg 2/ = X 

admet une racine et une seule appartenant à Tintervalle 
/ —, -1-^ j. Cette équation définit y comme fonction 

continue et croissante de x -dans l'intervalle (— 00 , h- x ) ; la 
valeur de cette fonction, que nous représenterons par arctgx, 

est toujours comprise entre — ^ ^^ "g" ' ^^^^^ ^ augmente 

indéfiniment par valeurs positives, arctga? tend vers -h-^î 
quand x augmente indéfiniment par valeurs négatives, arclgJ? 
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TT 



tend vers — — • Remarquons enfin que l'équation (3) a une 

infinité de racines, à savoir tous les arcs Ane h- arc tg x. 

De même encore l'équation en y 

(4) cotg y = x, 

dans laquelle x désigne un nombre quelconque, définit y 
comme fonction continue et décroissante de x dans l'intervalle 
( — 00 , -h 00 ) ; la valeur de cette fonction, que nous représen- 
terons par arc cotg X, est toujours comprise entre et 7t. Toutes 
les racines de l'équation (4) sont les arcs kiz -+- arc cotg x. 

On démontre aisément, en se fondant sur les définitions pré- 
cédentes, les relations que voici : 

arc sin a?-f- arc sin (— a?) = 0, ( _ i <^ x < h- 1) ; 

arc cos a? -j- arc cos ( — x) = x, (_ i ^ .^ ^ _j_ 1 j . 

arc tg X 4- arc tg(— x) = 0, quel que soit x; 

arc cotg X 4- arc cotg ( — ar) = "^9 quel que soit x ; 



7C 



arc sm a? -4- arc cosx = — » 



TC 



arc tg ar -h arc cotg x = — » 



1 

arc tg a: 4- arc tg — (a? i^ 0) = 

X 



quel que soit x; 



TT 



4- — si X est > 0, 



ir 



— — si ar est < 0,. 
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Du sommet d'un angle a;Oj/ pour centre, et avec 

différents rayons R, R', R*, . . . , 
décrivons des cercles ; soit /, /', T, . . . 
les longueurs des arcs interceptés; 
on sait qu'on a 

~ ^ R^ ' 




R 



R' 



• • • > 



là valeur (^mmune w de tous ces 
rapports dépend de la grandeur de 
* l'angle considéré. Il est facile de voir 
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que ce nombre w est la mesure de l angle xOi/, si lan prend 
comme unité d'angle l'angle yOz pour lequel w est é^l à 1, 
c'est-à-dire qui intercepte sur un cercle quelconque décrit de 
son sommet comme centre un arc égal au rayon. Car on a, 
d'après un théorème connu, 

orOy __ arc AB _ Ra> __ 
-^ "" arc BC K "" *" 

L'angle yOz s'appelle l'unité irigonométrique d'angle, et « 
est la mesure irigonométrique de l'angle xOy, Ce nombre w est 

compris entre et ir; il est moindre que — , si l'angle jtOj 

est aigu ; supérieur à -^ , si l'angle arOy est obtus. Deux angles 

complémentaires ont des mesures trigonométriques de somme 

égale à — ; deux angles supplémentaires ont des mesures trigo- 

nométriques de somme égale à tc. Observons encore que w est 
la longueur de l'arc intercepté par l'angle aOy sur le cercle 
ayant pour centre et l'unité de longueur pour rayon, de sorte 
qu'on a, « étant la mesure de xOy avec le degré pour unité, 

•Tzn 



(D 



180 




Soit un plan P et un point dans ce plan. On peut faire 

tourner une demi-droite OM au- 

\ deux sens diiférents. Choisissons 
arbitrairement l'un d'eux, F, que 
[a nous appellerons le sens positif; 
on dit alors que le plan est orienté. 
Soit OA, OB deux demi-droites 
de ce plan . Décrivons de comme 
centre avec l'unité de longueur comme rayon un cercle, qui 
coupe OA, OB en dos points A, B. A étant l'origine des arcs 
et F le sens positif, le point B est l'extrémité d'une infinité 
d'arcs; on dit de chacun d'eux qu'il est une déierminaiion 
de (OA, OB). D'après cela : 




r^T—r 



DES PROJECTIONS 361 

1» Toutes les déterminations de (OA, OB) sont a-+-2Ait, 
a étant l'une quelconque d'entre elles, 

2® Toutes les déterminations de (OA, OB) et de (OB, OA) sont 
données par les formules 

(OA, OB) = 2A-Tr ±: to, (OB, OA) = 2*:: zp tu, 

a> ^/an/ /a mesure trigonomé trique de AOB ; les signes supérieurs 
se rapportent à la première ligure, les signes inférieurs à la 
seconde. Quelle que soit la détermination choisie ^ on a 

cos(OA, OB) = cos(OB, OA) = cosri>. 
. 3" La somme algébrique d'une détermination quelconque de 
(OA, OB) et d'une détermination quelconque de (OB, OA) e^^ un 
multiple pair de t^, ce qu'on exprime ainsi : 

(OA, OB) -h (OB, OA) = 2/f^. 

4** OA, OB, OC étant trois demi-droites du plan P, si l'on 
additionne algébriquement une détermination quelconque de 
(OA, OB) et une détermination quelconque de (OB, OC), on 
obtient une détermination de (OA, OC). On exprime cette pro- 
priété par la formule 

(i) (OA, OC) = (OA, OB) -+- (OB, OC) -h 2/c7r, 

qui s'emploie fréquemment sous la forme suivante : 

(2) (OB,OCj = (OA,OC) - (OA,OBj -+- 2/c7:. 

Il faut entendre chacune de ces deux égalités (1), (2) comme il 
suit : à tout système de déterminations de (OA, OB), (OB, OC), 
(OA, OC) correspond un entier k vérifiant Tégalité considérée. 

214. Soit enfm x'a?, y'y , deux axes ayant dans l'espace une 
position arbitraire. Par un point quelconque menons les 
demi-droites OA, OB parallèles respectivement à a?'x, t/'y, et 
dirigées dans les sens x'x, y'y. Supposons orienté le plan AOB. 
Par définition, les déterminations de (OA,OB) sont celles de 
{x^x.y'y); cette définition est légitime, pourvu qu'on suppose 
tous les plans parallèles orientés de la même façon. Quel que 
soit le sens positif choisi, on a, d'après ce qui précède, 

cos (a/ar, y'y) = cos {y'y^ x'x) = cos w, 
0} étant la mesure trigonométrique de AOB. 



^ 
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215. Un système de projections est déterminé par un ajceit 
projection et par un plan P uniquement assujetti à couper ù. 
Le plan parallèle à P mené par un point quelconque A de 
l'espace coupe s^x en a; a s'appelle la projection de A m 
x'x parallèlement à P. On appelle projection dTun vecteur AB 
le vecteur ab ayant pour origine la projection de l'origine et 
pour extrémité la projection de l'extrémité du vecteur AB. 

On appelle contour polygonal l'ensemble de plusieurs vec- 
teurs, appartenant à des droites différentes, dont le premier est 
arbitraire, chacun des suivants ayant pour origine lextréniité 
du précédent ; ce sont les vecteurs composants du contour poly- 
gonal. On appelle vecteur résultant de ce contour le vecteur 
ayant la même origine tjue le premier et la même extrémité que 
le dernier vecteur composant. Ainsi les vecteurs AB, BC, CD, DE 
constituent le contour polygonal ABCDE, dont le vecteur AE 
est le vecteur résultant. 

Pour abréger, nous appellerons projection d'un contour poly- 
gonal sur un axe x'x parallèlement à un plan P la somme des 
valeurs algébriques des projections, sur cet axe et parallèlement 
à ce plan, des vecteurs composants. 

Théorème des projections. — La projection d'un contour po- 
lygonal sur un axe parallèlement à un plan est égale à la valeur 
algébrique de la projection du vecteur résultant. 

Reprenons le contour ABCDE. a, é, c, d, e étant les projec- 
tions de A, B, G, D, E, il s'agit de faire voir que Ton a 

aA -h 6c 4- crf -H rfe = ae. 

Tout revient à démontrer que, «i, Os, ..., a^ étant p points 
quelconques situés sur un axe a/ar, on a, quel que soit p : 



Or c'est démontré pour 3 points; démontrons-le pour 4 points 
fli, «2j «3? o*. On a 



flifla -+■ a^a^ == a^a^^ 
d'où 



Du cas de 4 points, on s'élève au cas de 5 points, etc. 



-^ i — - _| — T^ — I ■ — r— -^^ — — — ^ — ■— -^^V" : ^ — " „ ..^,,.f. . ,r-- 
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Si, en particulier, le contour est fermé, sa projection est nulle, 
quels que soient Taxe x^x et le plan P. La projection d'un con- 
tour parallèlement à un plan particulier P peut être nulle sans 
que le contour soit fermé ; il suffit que la droite à laquelle appar- 
tient le vecteur résultant soit parallèle à P. Mais si les projec- 
tions du contour parallèlement à trois plans P, Q, R, non 
parallèles à une même droite, sont nulles séparément, alors on 
peut affirmer que le contour est fermé. 

Lorsque le contour polygonal est plan, on choisit un axe de 
projection dans le plan du contour. Le plan P coupe ce plan 
suivant une droite a, à laquelle sont parallèles les projetantes 
Aa, Bby .... Pour que la projection du contour soit nulle, il 
suffit que la droite à laquelle appartient le vecteur résultant 
soit parallèle à A. Si les projections du contour faites paral- 
lèlement à deux droites A, a' du plan non parallèles entre 
elles sont nulles séparément, le contour est certainement 
fermé. 

216. Considérons un vecteur quelconque AB, et, sur la droite 
indéfinie à laquelle il appartient, choisissons arbitrairement un 
sens positif y' y ; .le nombre AB est la valeur algébrique du vec- 
teur AB. Soit maintenant CD un second vecteur situé, soit sur 
y'y, soit sur une parallèle à y'y ; choisissons, dans ce dernier 
cas, sur cette seconde droite, un sens positif z'z tel qu'un plan 
qui coupe les deux droites en et 0' laisse les deux demi- 
droites Oy, Qfz d'un même côté. Nous allons montrer qu'entre 
les valeurs algébriques AB, CD des vecteurs AB, CD et les 
valeurs algébriques ab, cd de leurs projections sur un axe x'x 
parallèlement à un plan P existe la proportion 

âh ÂB 

(1) — ==r. . 

cd CD 

Soit Pi, Pj, P3, P4 les plans parallèles à P menés par 
A, B, C, D; appelons Ci et Di les points d'intersection de P3 et 
de P* avec t/'j/; ce sont C et D lorsque les deux vecteurs AB 
et CD sont sur la même droite; en tout cas, CiDi est égal à 



^ 



36 i FONCTIONS CIRGCL AIRES 

CD. Les plans parallèles P„ Pj, P3 donnent la proportion 

ah ÂB 
Vc BGi' 
les plans parallèles Pj, P3, P4 donnent de même la proportion 



bc BC| 



Cil C,Di 
En multipliant membre à membre, on obtient 

06 ÂB ÂB 



cd CD, CD 
De là il résulte : 

1° Que si les deux vecteurs AB, CD, situés sur la même droite 
ou sur deux droites parallèles^ ont des valeurs algébriques 
égales, les valeurs algébriques de leurs projections, ab, cd, sont 
aussi égales; 

2° Que la valeur algébrique d'un vecteur AB et celle de sa pro- 
jection ab sont liées par la relation 

06 = AB X crf , 

cd étant la valeur algébrique de la projection d'un vecteur CD 
situé, soit sur la même droite que AB, soit sur une droite paral- 
lèle, et dont la valeur algébrique est -H 1. 

217. Cette dernière conclusion est particulièrement impor- 
tante : elle va nous permettre de traduire le théorème des pro- 
jections par une relation entre les valeurs algébriques des 
vecteurs composants et la valeur algébrique du vecteur résul- 
tant. Reprenons le système de projections déterminé par Taxe x'x 
et le plan P. Soit ABCDE un contour polygonal ; sur les droi- 
tes AB, BC, ...5 AE choisissons arbitrairement les sens positil 
t/y, z'z, ...., t't; puis appelons r^, Ç, ..., 6 les valeurs algébri 
ques des projections sur x'x parallèlement à P de vecteu 
ayant pour valeur algébrique -t- 1 et situés respectivemei 
sur y'y, z'z, ..,, t!t (ou sur des droites parallèles). Dès loi 
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on aura 

â6 = ABXïi, 6c = BGxÇ, ..., âë=ÂÊx6; 
par suite, le théorème des projections se traduira par Tégalité 

ÂBx^H-BCxÎH = ÂÊxe. 

218. Considérons en particulier le cas où les projections sont 
orthogonales^ c'est-à-dire où le plan P est perpendiculaire à Taxe 
de projection ; dans ce cas, toutes les droites Aa, B^, ... sont 
perpendiculaires à cet axe. Il existe, entre la valeur algébrique 
d'un vecteur et celle de sa projection orthogonale sur un axe 
une relation simple : 

La valeur algébrique de la projection orthogonale du vecteur 
est égale au produit de la valeur algébrique du vecteur par le 
cosinus de Vangle des directions positives de Vaxe de projection 
et de Vaxe auquel appartient le vecteur. 

Ainsi, x!x étant l'axe de projection, AB la valeur algébrique 
d'un vecteur appartenant à un axe t/'y, ab la valeur algébrique 
de la projection orthogonale de ce vecteur, on a 

a6 = AB X cos(a/x, y'y). 

Il suffit de démontrer que, CD étant un vecteur pris sur y'y 
dont la valeur algébrique est -h 1, et cd étant la valeur algé- 
brique de la projection orthogonale de ce vecteur, on a 
cd =co&{a/xy y'y). Or, menons par C l'axe z'z parallèle à x'x^ 
et soit o) la mesure trigonométrique de l'angle zCij ; on a 
cos (o/ar, y'y) =cosu). Soit E le point d'intersection de z'z 
avec le plan mené par D perpendiculairement à z'z ; on a 

CE = cd. Le cercle décrit dans le plan zCy de C comme centre 
avec l'unité de longueur pour rayon coupe la demi-droite Cz en 
F et la demi-droite Cy en D; F étant l'origine des arcs, 
D est l'extrémité de l'arc -t- o) ou de l'arc — w, suivant le 
sens positif choisi. Dans tous les cas, CE est égal à cos w : 
donc on a bien cd = cos (x'x, y'y). 
Dès lors, le théorème des projections, appliqué au contour 
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polygonal ABCDE dans le cas particulier des projections ortho- 
gonales, se traduira par l'égalité suivante : 

ÂB cos (x'x, j/y) -h BC cos (x'x, z'z) -h ... = AE cos (x'x, Ù). 

Comme précédemment, a/x est Taxe de projection ; et j'y, 
z'z y . . . , i't sont les sens positifs choisis sur AB, BC, . . ., AE. 
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219. Supposons connus les sinus et les cosinus de n arcs 
a, 6, c, . . . , / ; chacun de ces n arcs est déterminé à un mul- 
tiple près de 21:, et par suite le sinus et le cosinus de la somme 
a -h b-hc -^ . , , -\- 1 sont déterminés sans aucune ambiguïté. 
De même, lorsqu'on connaît les tangentes de ces n arcs, chacuiï 
d'eux est déterminé à un multiple près de ^, et la tangente de 
leur somme est parfaitement déterminée. On nomme formules 
d'addition les formules donnant le sinus et le cosinus de la 
somme de plusieurs arcs en fonction des sinus et des cosinus de 
ces arcs, ou la tangente de la somme de plusieurs arcs en fonc- 
tion des tangentes de ces arcs. On peut les déduire toutes de 
celle qui donne cos (a •+■ b) en fonction de cos a, cos ^, sin a, 
sin b. Nous allons établir celle-ci au moyen de la théorie des 
projections. 
Appelons C Textrémité de l'arc a, A étant l'origine des arcs: 

puis, C étant pris pour origine, soit D 
Textrémité de l'arc 6 et E Textréraité de 

l'arc -h-^ : 

(OA, OC) = a -h 2/;r, 

(OA,OE) = a-+--^-h2A^. 

Le point D est Textrémité de Tare a-+-A, A étant pris 
pour origine. Il résulte de là que cos (a -h b) n'est autre chose 
(juc la valeur algébrique de la projection orthogonale du vec- 
teur OD sur l'axe A'A. Si du point D nous abaissons DM per- 
pendiculaire sur OC, OD est le vecteur résultant du contour 




'i*r ^ W* ' 9 • m — — r . i^.. ,. ^ .^ . . ..> •■•_•■■ ■■ ■««>..«•■« • im^mw^^^^^'^^^mm^ir'wxw* 
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OMD. Projetons ce contour orthogonalement sur Taxe A'A, les 
sens positifs choisis sur les droites OM et MD étant respecti- 
vement OC et OE. En vertu du théorème des projections, on a 

cos (a-hb) = m cos (OA, OC) -+- MD cos (OA, OE). 

Mais OM et MD sont l'abscisse et l'ordonnée du point D en 
prenant OC comme axe des x et OE comme axe des y ; on a 
donc 

OM = cos 6, MD = sin 6, 

et par suite 

cos (a 4- 6) = cos ô cos a -h sin 6 cos I a -1- -^ U 

ou 

(1) cos (a -h ô) = cos a cos 6 — sin a sin b. 

Telle est la formule fondamentale cherchée. En l'appliquant 

aux arcs a et 6 4- -5-» on obtient 

z 

cos ( a -h ô 4- -3- 1 = cos a cos I 6 -h -^ ) — sin a sin ( ô -+- "ô" ) ' 

ou 

(2) sin (a-i-b) = sin a cos ^ 4- cos a sin ô. 

En divisant membre à membre les formules (2) et (i), on 

trouve 

sin (a-hb) __ sin a cos ^ H- cos a sin b 
cos {a 4- b) cos a cos b — sin a sin b 

ou 

(3) tg(a4-é) = ,^";^^V 
^ ^ ^^ 1 — tgatgô 

Appliquées aux arcs a et — 6, ces trois formules deviennent 

(1)' cos [a — b) = cos a cos b 4- sin a sin 6, 

(2)' sin (a — 6) = sin a cos 6 — cos a sin ô, 

(3y tg(a~^) = ;g"-"^^v 

Des formules (i), (2), (3), qui résolvent le problème dans le 
cas de deux arcs, on passe sans peine à celles qui sont relatives 



'^^^^^ 
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à trois arcs a^by c. Considérons la somme a-\-b-^c comme 
formée des deux parties a -h 6 et c ; on a 

cos (a -H 6 -H c) = cos (a -h b) cos c — sin (a h- h) sin c, 

sin (a -i- 6 -h c) = sin (a -h 6) cos c H- cos [a -h é) sin c, 

tg (a -h ô -h cj = , \ , ^ ,,^ . 

Il suffit maintenant de remplacer, dans les seconds membres de 
ces égalités, cos (a + 6), sin [a 4-6) et Ig (a -+- b) par leurs 
valeurs données par les formules (i), (2), (3), pour avoir 
cos [a-^b -^-c) et sin (a h- 6 -h c) en fonction des cosinus et 
des sinus des arcs a^ b^ Cy tg (a 4- 6 -h c) en fonction des tan- 
gentes de ces arcs. Du cas de trois arcs on passe de même au cas 
de quatre arcs, et ainsi de suite. 

En particulier, on pourra par ce procédé calculer cos na et 
sin na (n étant un entier positif quelconque) en fonction de 
cos a et de sin a, tgna en fonction de tga. Les formules ainsi 
obtenues sont les formules de multiplication des sltcs. Les voici 
pour n = 2 : 

(4) cos 2a = cos^ a — sin^ a, 

(o) sin 2a = 2 sin a cos a, 

2 tga 



(6) tg 2a = 



i — tc:^ .1 



220. Voici d'autres formules fréquemment employées : 
Combinons l'égalité (4) et l'égalité 

(7) 1 = cos* a -\- sin- (i, 

par addition et par soustraction : il vient 

1 H- cos 2a = 2 cos* a, 1 — cos 2a = 2 sin* fl, 

d'où 

1 — cos 2a _^ j 
1 4- cos 2a - ^^ ""' 

Divisons membre à membre les égalités (4) et (7), pui 
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égalités (5) et (7) : nous obtenons les formules très importantes 

cos' a — sin* a l — tg* a 



cos 2a = 



sin 2a = 



cos* a -h sin* a 1 -+- tg* a 
2 sin a cos a 2 tg a 



cos* a -h sin* a iH-tg*a 

qui, jointes à la formule (6), nous montrent que les fonctions 
circulaires d'un arc s'expriment rationnellement à Taide de la 
tangente de Tare moitié. 

On vérifie sans peine, à l'aide des formules (1), (2), (1)', (2y, 
les égalités 

2 sin a cos b = sin (a -h 6) -f- sin (a — 6), 

2 sin a sin b = cos (a — b) — cos (a -+- b)^ 

2 cos a cos 6 = cos (a — 6) -+■ cos (a 4- b), 

' Enfin, combinons par addition et par soustraction les formules 
(2), (2)', puis les formules (1), (1/, et posons 

a-+-ô=|?, a — b s= q^ 



d'où 



2 2 ' 



il vient 



sm p-^smq = 1 sin ^^ cos a ' 

a P-^1 • P — 9 

sm p — sm 9 = 2 cos ^ sm ^ - > 

cos p 4- cos ûr = 2 COS ^ ^ COS ^ » 

r 7 2 2 

n 4- (V p — a 

COS p — COS çr = — 2 sin '^ ^ sin — ^-^ • 

Telles sont les principales formules qu'il est nécessaire de 
connaître pour l'intelligence de ce qui va suivre. 



221. Démontrons, pour terminer, l'iinportante proposition 
que voici : 

COR ET RIKM. — TRAITA D'ALGÈDRE 24 
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tend vers 



sîn X 
Théorème. — x tendant vers 0, le rapport 

X 

une limUe égale à 1. 

Pour établir ce théorème, nous nous appuierons sur le 

lemmc suivant : x étant compris entre et —, on a 

z 

sin X < j: < tg X. 

Soit M l'extrémité de Tare x. Du point M abaissons MP 

perpendiculaire sur OA et menons la 
tangente au point A jusqu'à sa rencon- 
tre en T avec le prolongement de OM. 
L'aire du secteur OAM étant comprise 
entre l'aire du triangle OAM et celle du 
triangle OAT, on a 

A X PM OAxarcAM OAxAT 
2 < 2 ^ 2 ' 

PM < arc AM < AT, 




ou 



c'est-à-dire 



Montrons à présent que 

sin.r 



sina;<a:<;ig^. 
sin X 



X 



tend vers 1 quand x tend 



vers 0. Comme 



X 



est une fonction paire, il suffit de faire 

tendre x vers par valeurs positives. Nous supposerons x 

7c , sin x , . .„ 

<^ompris entre et -^- Le rapport est alors positif et 

j>lus petit que 1. Prouvons que^ quel que soit le nombre posi- 
tif E, il est, à partir d'une valeur de x suffisamment petite, 
plus grand que 1 — e. Pour cela, divisons par sin a:, qui est 
positif, les deux membres de chacune des inégalités 

sin.T <x<tgx; 
nous aurons 

X 1 



1< 



< 



ou 



sm X " cos X 
sin X 



cosx<; 



X 



<J. 



i 
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Or, X tendant vers 0, cos x tend vers i : il existe donc un 
nombre positif a tel que, pour x compris entre et a, on ait 

1 — cos X < E ou cos x> i — 6, 

et par suite a fortiori 

sinar . 
> 1 — e. 

x 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

sin X 
D'après cela, la fonction y égale à pour x :^0 et 

à 1 pour a? = est continue pour toute valeur de x, 

tff X 

GoroUaire. — Le rapport — — tend également vers 1 quand 

X tend vers zéro, car on a 

tff X sin X 1 

^ - X 



X X cos X 



et les deux facteurs de ce produit tendent vers 1 . De même, 

X X 

et tendent vers 1 quand x tend vers zéro. 



sin X tg X 

Application, — Soit y et z deux fonctions de x qui, x ten- 
dant vers a, tendent simultanément vers 0. On a 

sin y sint/ y 

L- = L- X-l_, 

z y z 

sin v v 
d'où il suit que, si Tune des fonctions ^» -^ a une limite, 

z z 

l'autre a une limite égale; il en résulte que, si l'une de ces fonc- 
tions n'a pas de limite, l'autre n'en a pas non plus; en parti- 
culier, si l'une augmente indéfiniment, il en est de môme de 

l'autre. On a les mêmes conclusions à l'égard des fonctions -^-^ 

«* 

V , P . sin ou tg V , y » . . 

et -^y et des fonctions — : -r-^ et -^- Amsi, par exem- 

z sm ou tgz s . 

sin 11XX 
pie, m et p étant deux constantes, — ; tend, pour x = 0, 

m 
vers — 

P 
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ISAGE DES TABLES DES LOGABITHMES DES FONCTIONS aRCllLAlRES 

222. Dans tout ce qui va suivre, il ne sera question que d'arcs 
positifs moindres qu'un quadrant, arcs que nous supposerons 
exprimés en degrés, minutes et secondes î*). 

Les tables de Dupuis et de Schrôn fournissent, à une demi- 
unité près du 7« ordre décimal, les logsin, les logcos, les logtg, 
'les logcotg de tous les arcs, de 10* en 10^ entre 0°et 4»^°. Chaque 
page contient 60 arcs, et il y a en tout 270 pages ; ce sont les 
pages 290-560 dans Dupuis, 204-474 dans Schrôn. Nous tirerons 
les exemples de la page 486 des tables de Dupuis (page 400 des 
tables de Schrôn). 

Supposons d'abord que l'arc donné soit un multiple de 10*. 

Exemple I. — Trouver le log sin, le log cos, le log tg et le 
log cotg de l'arc de 32^ 48' 20'. 

La page 486 renferme les arcs compris entre 32** 40' et 32' Stf. 
Parcourons, de haut en bas, la première colonne de gauche 
(colonne des minutes), jusqu'à ce que nous arrivions au nombre 
48; puis, suivant la ligne horizontale qui contient ce nombre 
48, passons dans la seconde colonne de gauche (colonne des 
secondes) et parcourons-la, de haut en bas, jusqu'à ce que nous 
arrivions au nombre 20. Nous voici dans la ligne renfermant les 
logarithmes cherchés. Ils sont inscrits dans les colonnes larges 
intitulées en haut sin, tang, cotg, cos. On trouve ainsi : 

log sin 32«48'20'' = 1,7338308-4- e, l £ | < ^ ; 

log cos 32« 48^20" = 1,9245450 + e', h' l< » ; 

log tg 32«48'20'' = 1,8092858 -t- e„ hi |< » ; 
log cotg 320 48'20'' = 0,1907142 -h h, \h\< » 
Remarque, — On a, quel que soit ar, 

tg XX cotg X = 1, 

(*) Ainsi, par exemple, a étant la longueur de l'arc de 32*48'27",6 pris 
sur une circonférence de rayon égal à Tu ni té, ou, ce qui re'vient au même, 
la mesure trigonométrique de Tangle de 32'>48'27",6, nous représenterons 
sin a, cos a, etc. par sin32«48'27",6, cos 32» 48' 27", 6, etc. 
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d'oii 

log tga? -H log cotg X = 0. 

Ainsi log cotg x n'est, en somme, que colog tg x, et on aurait 
pu, à la rigueur, économiser la colonne des cotangentes. On voit 
ainsi que h est égal à — s,. 

Exemple II. — Trouver le log sin, le log cos, le log tg et le 
log cotg de Tare de o7» 17 30\ 

Cet arc est le complément d'un arc compris entre 0° et 45% à 
savoir 32o42'30^ On est d'ailleurs dispensé de tout calcul par la 
disposition même des tables : on n'a qu'à lire en bas les titres des 
colonnes verticales, et à droite les nombres de minutes et de 
secondes. Actuellement, on remontera donc la première colonne 
adroite jusqu'au nombre i7, puis la seconde colonne à droite 
jusqu'au nombre 30, et on trouvera, pour les logarithmes cher- 
chés : 

log sin 5701730'^ = 1,9250191 -f- s, | e |< ^^^ ; 

Iog.cos57ol7'30" = 1,7326854 -f-e', | e' | < » ; 

log tg 570 1730'' = 0,1923338 -h s,, | e, | < » ; 

log cotg 57° 17 30* = Î.8076662 — El. 

Remarque. — Dans les tables de Schrôn, on a évité les carac- 
téristiques négatives en leur ajoutant 10. Il ne faut donc pas 
oublier, quand on se sert des tables de Schrôn, de retrancher 10 
aux caractéristiques de tous les log sin, de tous les log cos, des 
log tg des arcs inférieurs à 45° et des log cotg des arcs supérieurs 
à 45°. 

223. Voyons maintenant comment il faudra procéder, lorsque 
l'arc donné ne sera pas un multiple de 10". Prenons la seconde 
pour unité. Soit a un multiple de 10 ; les tables fournissent, 
pour log sin a, log cos a, lo^ tga, log cotg a, dcs valeurs appro- 
chées que nous appellerons : 



n -h TTTz- 9 W -h ——- > n -h -— - j n'" 



10' 10^ 10' 10' 

L„ Uj L„ Lct sont quatre entiers positifs. Immédiatement à la 
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Fc I vient l'arc i+lOi auquel correspondent les 

i, , U—^ , L, + i, ,„ L« — i„ 
-, „-i-— __, „+___, „ H __ 

diff'érencf.s tabulaires du (inus, du cosinus, de ta 
de la cotangenle relatives à Parc « les quatre nom- 
s positifs a,, ^, X, et \,. Ils donnent lieu à deux 

imbres a, et i„ sont égaux. On a, en effet : 
= 10^ — L„ U — i« = iO' — U — i„ 

ù„ = i,. 
, entre les trois nombres i„ ir, 4» la relation 



ne des valeur 


s 0, ±1, ±2. 


effet : 




--^• 


log,in(. + 10) = „ + tt^ 


--^T^ 


logcos(.+ IO) = «■ + '- ~^;^'' 


«■-^. 


lop^(.+ 10)=n- + iii^ 



[}art, si l'on retranche membre à membre les égalités 

log tg et = log sin a — iog cos a, 
g (« + 10) = log sin (« -1- 10) — log cos (« ■+ 10), 

a + 10) — log tg a = I log sin (a + 10) — log sin a] 
+ ;iOg cos a — log cos (a + 10)], 



! entier 

i, — i, — i^ = -, -f- i' 
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est donc compris entre — 3 et -h 3 ; il a par suite Tune des 
valeurs 0, db 1, riz 2. 

224. Ces remarques faites, mettons Tare donné sous la forme 
a -h P, a étant multiple de 10, ^ étant compris entre et 10. 

Soit n H- -pr^ la valeur approchée fournie par les tables du 
10 

logarithme correspondant à Tare a. Supposons, pour fixer les 
idées, qu'il s'agisse d'un logarithme sinus, et soit A la différence 
tabulaire du sinus relative à l'arc a. Si*, dans l'intervalle 
(a, a H- 10), l'accroissement du logarithme était proportionnel à 
l'accroissement de l'arc, on aurait 

6 
(1) logsin (a-4-P)— -logsin ^ = tk [logsin (a-hlO)— logsin a], 

ou, en remplaçant logsin a et log sin (a -h 10) par **-+-T7yî 



et n 



10^ 



log sin (a -h p) = n 



10^ 



Sa 
Soit enfin 8 l'entier le plus voisin de -t^t • On prend, pour va- 

10 

L-h8 
leur approchée de log sin (a-hp), le nombre nn TTyr' 

On procède d'une façon analogue s'il s'agit d'une tangente. S'il 
s'agit d'un cosinus ou d'une cotangente, il faut former, non la 
somme L -+- 8, mais la différence L — S, 
L'erreur commise tient : 1** à ce que l'on ne connaît de log sin « 

et de log sin (a -+- 10) que des valeurs approchées ; 2° à ce 

Sa 
que 8 n'est qu'une valeur approchée de -j^r- ; 3"* à ce que l'éga- 

10 

lité (1) n'est pas rigoureuse. Cette troisième cause d'erreur peut 
devenir, ici, aussi importante que les deux premières. 

Cherchons à tenir compte de ces causes d'erreur. On a les éga- 
lités rigoureuses 

, L-t-£ 

log sm a = n -h — -— 5 

lU* 
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log sin (a -f- 10) = n 



10' 

les trois nombres | e | , | e' | , | £* | étant moindres que -3- • 
D'ailleurs nous démontrerons ^*) que Von a Végalité 

S r 

(2) logsin(a-i-p)— logsin a= ^f logsin («h- 10)— log sin «]+ -r^, , 

lu lu 

1 

avec I »} I < â" > pourvu que l'arc ol^ multiple de 10% surpasse 

6°. S'il s'agit d'un cosinus^ il suffit que Varc soit moindre que 84». 
S'il s'agit d'une tangente ou d'une cotangente^ il suffit que Varc 
soit compris entre 6^ et 84®. Supposons remplies ces conditions 
relatives à l'arc. Remplaçons dans l'égalité (2) log sin a et 
log sin (a 4- 10) par leurs valeurs exactes, nous aurons 

l0gsin(a-f.p) = nH-^[^L4-e+^(A-h6'-£)]H-^ 
OU 

log sm (a -♦- P) = n 4- 



10' 10' 

Ce dernier terme représente Terreur commise lorsqu'on prend 

Lh-8 
.^, pour valeur approchée de log sin (a + p). Elle est, en 

valeur absolue, au plus égale à 

3 
et par suite moindre que 



2x10' 



225. Exemple I. — Calculer log sin 32n8'27%6. 

La table fournit, pour log sin 32'' 48' 20^, la valeur approchée 
ï, 7338308. On constate que a est égal à 326; cette valeur est 
du reste inscrite à côté de la colonne des sinus. D'ailleurs on a 

p = 7,6, et par conséquent j^ = 326x 0,76. Comme dans 



(') Voir les numéros 270, 271 et 272. 
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la table des nombres, un petit tableau intitulé 326 contient les 

12 -9 

produits de 326 par -r— » jrr- > • • . > -jrr- : il nous donne 

10 iU lU 

326x0,7 =228,2, 

326x0,06= 19,56, 
d'où 

326x0,76 = 247,76. 

L'entier 8 le plus voisin de ce produit est 248; on a donc 

L-+- 8 = 7338308 + 248 = 7338586. 

Finalement on trouve, comme valeur approchée du logarithme 
demandé, le nombre 1,7338556. On dispose ainsi les calculs : 

log sin 32« 48' 20^' = 1 ,7338308 (A = 326) 

7 2282 

0,6 1956 



1,733855576 
logsin32n8'27%6 = 1,7338556. 

Exemple II. — Calculer log cos 32'»48'27',6. On procède 
d'une manière analogue, seulement on se rappelle qu'à un 
accroissement de l'arc correspond une diminution du logarithme. 
Indiquons tout de suite la disposition des calculs : 

log cos 320 48' 20" = ï ,9245450 (A = 136) 

7 ....—952 
0,6 —816 



1 ,924534664 
log cos 32*> 48' 27",6 = ï ,9245347. 

Exemple UL — Calculer logtg 57ol7'37%6. 

log tg 57« 1730'' = 0,1923338 (A = 463) 

7 3241 

0,6 2778 



0,192368988 
logtg 57ûl737\6 = 0,1923690. 
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On trouverait de même 

tS7''17'37',6 = 1,8076310. 



226. Inversement, supposons que l'on connaisse du log tg par 
exemple de l'arc a: une valeur approchée " + 7717' et propo- 
sons-nous de calculer l'arc x. Cherchons sur la table les deux 
logtg consécutifs comprenant le logtg donné; soit n -h -jr— 

et M-i- ces deux logtg, correspondant aux arcs a et 

« + 10. On a : 

L' = L 4- 5, avec 0<5<i; x=a-t-f), avec < ? < 10. 
Reprenons l'égalité approchée 

(1) logtg{.-(-P)-logl««=^[Iogtg(=t+IO)-logtg»I, 

et remplaçons-y log Ig a, log tg (a -t- 10) et log tg (a -+- 2) par 
L L-l-i . L + o 



leurs râleurs approchées 



Tô"' '''°" 



10' ■ "^ 10' 
102 



Maiscette égaillé n'est qu'approchée : l"parceque n-*-77jî' «te- 
lle sont que des valeurs approchées de log tga, etc. ; 2° parce que 
l'égalité (1) n'est pas rigoureuse. Dans l'égalité rigoureuse 



"10' 



remplie sous des conditions énoncées précédemment, rempla- 
çons log tg a et log tg (a -+- 10) par leurs valeurs exacte* 



hl. I^'K- 



"^ l(F "' "^ 10^ V'-i' I- I-- 2/ " 

logtg(i+ p) par sa valeur exacte n-t jr- II vient 
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d'où 

On tire de là 

108 _ A(o — (A — 8)s — Ss^ — Aif) 
^ r " A(A + £'•—£) 

Le second membre représente (avec la seconde pour unité) Ter- 

105 
reur commise en prenant — pour valeur approchée de p. Elle 

est moindre que 

^^ A|o.|.4-(A-8)|t|+8|e'|+A|r, I 

^^ i(i^n) 

et a fortiori moindre que 

A|<.|-^i-(A-84-84-A) 

10 =- ïr OU 10 J — LZLl. 

A(A — 1) A — 1 

Cette limite supérieure de Terreur commise dépasse certaine- 

1 10 
ment j^-^ » car elle dépasse ■- r » et l'inégalité 

lUOu A — 1 

*** >77îL' OU A < 10001 



A - 1 ^ 1000 

est certainement remplie si a est compris entre 6^ et 84*^, 
attendu que la plus grande valeur de a est 2025. 
D'après ce qui précède, il est inutile de calculer le quotient 

-7" à TT^KK près ; on cherchera la fraction -^ la plus voisine 
A lUOU 100 

^ 108 
de —- : 

A 

A "" 100"^^' '' ' "^200* 

Si Ton prend a h- -^ pour valeur approchée de x, on com- 

100 

met une erreur qui, avec la seconde pour unité, est moindre que 

A — 1 200 
On procéderait d'une manière analogue si le logarithme donné 
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était un log sinus. Dans le cas du log tg, si Ton suppose u» = 0. 

3 

l'erreur commise est moindre que -rrrrr de seconde, car Tiné- 

100 



ou A > 401 



galité 






10 1 3 
A 1 ' 200 ^ 100 


ou 


10 1 
A-1 ^ 40' 



est toujours remplie, attendu que la plus petite valeur de a 
(dans le cas de la tangente) est 421. 

Dans le cas oii le logarithme donné est un log ces ou un 
log cotg, on met les deux logarithmes comprenant le logarithme 

donné sous la forme '* + 77yr ^^ ^ "• — ï?57~' ®^ '® ^^' 

rithme donné lui-même sous la forme nn — tt^t* P^*^ ^^ 

10 

achève comme précédemment. Dans le cas de la cotangente, Ter- 

3 

reur commise est moindre que -j^gr de seconde, à supposer 

100 
exact le logarithme donné. 

Si l'on observe que a, a une petite valeur dans le voisinage 

de 90®, que a^ a une petite valeur dans le voisinage de 0*, 

enfin que l'on a sensiblement a, = a, h- a,. , d'oii il suit que 

A, est plus grand que A, et plus grand que a^, on voit : 1» qu'un 

arc voisin de 90*^ est mal déterminé par son sinus ; 2* qu'un arc 

voisin de 0° est mal déterminé par son cosinus; 3^ qu'un 

arc quelconque est mieux déterminé par sa tangente ou par sa 

cotangente que par son sinus ou par son cosinus. 

227. Exemple I. — On donne logtgx = r,8083724, et 
on demande de calculer x. 

Cherchons sur la table le log tg le plus voisin, par défaut, du 
log tg donné; c'est 1,8083606; il correspond à 32o 45'. On a ici 

iOa 1180 



a = 118, A = 463, 



463 



Le petit tableau intitulé 463 nous montre que 1180 est compris 

entre 463 x 2 et 463 x 3 : donc on a ,^«, = 2, à une 

4oo 
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unité près par défaut. Reste à évaluer 

1180 __ 1180-926 254 



463 463 463 

Or 254 est compris entre 463x0,5 et 463x0,6; on a 

25^ _ 254 — 231,5 22,5 



463 ' 463 463 

Enfin 22,5 est compris entre 463 x 0,04 et 463 x 0,03 et se 

rapproche plus du second nombre que du premier. C'est donc 

108 
2,55 que nous prendrons pour valeur approchée de La 

valeur approchée de x sera 32'45'2",55. Voici la disposition du 
calcul : 

logtg X = 1,8083724 

log tg 32«45' = 1,8083606 (A = 463) 





118 


2 


926 




254 


0,5 


2315 




225 


0,05 


2315 


X = 32045' 2',55. 





Exemple II. — Bornons-nous à indiquer le calcul, 
log cotg X = 1 ,8084362 
log cotg 57« 14' 40^^ = î ,8084332 (a = 463) 





170 


3 


— 1389 




— 311 


0,6 


— 2778 




332 


0,07 


— 3241 



a: = 57''14'43",67. 
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2k'!t 

1. Les extrémités des arcs a -i sont les soDimets d'un pdygone 

m 

régulier de m côtés. 

2. k et k' étant deux entiers différents, peut-on avoir Tégalité 

kr. . k'-K 
sin -—^ = sin -pr- ? 

3. Résoudre les équations 
^-—^ sina?-+ sin « = 0, cosx-h cosa = 0; 
"^^^ ~ ^ tg a? -h tg a = 0, cotg x-h cotg a = ; 

/^- , ; * \ sin 0? -•- ces a = 0, tg ^ -+- cotg « = 0. 

Trouver les racines communes aux deux équations 
' sin X H- sin a = 0, cos a: -h cos a = . 

4. Trouver le nombre de valeurs de 

5. Étudier la fonction 

î/ = sin* x — sin oî -H 1. 

6. Étudier les deux fonctions * 

/.r— i . /or — 1 

î/ = arc tg y ^-j--^ , 3 = arc sm y -^ ; 

les comparer entre elles. 

7. Combien l'équation 

cos' x — 2X cos X -h 4X» -+- 2X — 1 = 
a-t-elle de racines entre et 27: ? 

8. Démontrer les deux égalités 

arc tg •- -h arc tg -- = - » 

. 3 ^ .4 ic 

arc sm —■ 4- arc sin -r- = -r • i 



t.1 



■ 
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9. Résoudre Téquation 

a sin 07 -h fe cos a? = c, 

en prenant comme inconnue auxiliaire tg — • j 

■I 

i 

X 

10. Calculer tg -— : \^ connaissant tg a; ; 2^ connaissant sin o; ; 3» connais- 
sant cos x ; 4^ connaissant à la fois sin x et cos x, 

11. Résoudre les équations 

sin JT -4- sin 2x -f- sin 3a? = 0, 
i -h cos a? -h cos 2j: -+- cos Bar = . 



1 '-~ cos X 
12. Trouver la limite, pour a?= 0, de — 



13. Vérifier l'identité 

tg a? ^ cotg x — 2 cotg 2a:, 
et en déduire la somme de la série 



i X \ X 

tgx, ytg-. -tg- 



("^ï) 



14. Trouver la limite, pour x infini, du produit 

XX X 

P« = cos — - cos — - . . . cos — - (x ^ 0). 

15. On considère la suite 

r cos a?, r, Ot, fei, fli, 6t, . — (r > 0, < a: < it), 

dans laquelle chaque terme, à partir du 3«, est alternativement la moyenne 
arithmétique et la moyenne géométrique entre les deux précédents. Calcu- 
ler Qn et bn, et chercher leurs hmites pour n infini. 

1 T, 

Application : r = —- » a; = — • 

10. Calculer la somme de la série 

il 1 _ 1 

cos'a:, - —cos' 3a?, — cos^Qx, — — cos' 27a?, ..., (-1)" ' -;^ cos' 3*-'a:, . . . 

On se servira de la formule 

cos 3a; = 4 cos' a? — 3 cos x. 



n 
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17. Trouver les limites, pour a; = 0, des fonctions 

i 



(cos dx) ' , 



(1-I-2J:) 



sin -j- 



(i + tga^r^^ 



(i -h sin x) 



(1 -f- sin :f \ ' 
cos^ / 

V 1 — cos X 



18. Etant donné un angle ÂOE égal à o, on le partage en n parties égales. 

Sur Tun des côtés OA on prend une longueur 
égale à Funité et on fait en A avec la direc- 
tion OA un angle égal à un autre angle donné 2 ; 
la droite ainsi tracée rencontre en B la direc- 

tion OB qui fait avec OA Fangle -^; on trace 

n 

la droite qui, partant de B, fait avec OB Tangle x, 

jusqu'à sa rencontre en C avec la direction qui 

fait avec OA Tangle — ^- On continue ainsi jus- 

n 

qu'au second côté de 1 angle 9. On obtient sur 

ce côté une portion de droite OE dont on demande 

la limite quand n crott indéfiniment. 




19. Sur une circonférence de rayon égal à Vunité, on donne un arc 
AB égal à ?. On partage cet arc en n parties égales et Ton mène les cordes 
qui joignent les points de divison voisins ; sur chacune de ces cordes 
comme hypoténuse^ on construit un triangle rectangle isocèle ADC. Dé- 
montrer que, si n croît indéfiniment, le produit des distances des som- 

^ X 

mets de ces triangles au centre, c'est-à-dire OD", a pour limite é * ou 



e ' , suivant que les triangles sont rabattus à Textérieur ou à Tintérieur 
de Tare. 
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I. — DÉFINITIONS ET THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

228. Soit y = f{x) une fonction définie dans un intervalle auquel 
appartient le nombre a. Si on considère les deux valeurs de a;, a et 
a-hA, h s^^î^^qWq V accroissement delà variable y Qi h=:f{a-\'h) — f[a) 
est V accroissement de la fonction correspondant à V accroissement h 
de la variable. Formons le rapport 

h _ f{a + h ) -^ f(a) 
X- Il 

Si, h tendant vers zéro par valeurs positives, ce rapport -r- tend 

vers une limite /, nous dirons que la fonction f{œ) admet une déri- 
vée à droite pour a? = a, et le nombre l sera la valeur de cette 
dérivée à droite. Il résulte de cette définition que, si f[x) admet une 
dérivée à droite pour a? = a, cette fonction est continue à droite 
pour x = a. Car posons 

d'où 

A = A(/ •+-£); 

w tendant vers a par valeurs supérieures à a, ou, ce qui revient au 
môme, h tendant vers par valeurs positives, e tend vers par 
hypothèse ; mais alors A{/h- e) = h tend vers 0, autrement dit f(œ) 
tend vers f{a). 
De môme, si, h tendant vers par valeurs négatives, le rapport 

-y- tend vers une limite ^, nous dirons que la fonction f{x) admet 

COR BT RIEM. — TRAITÉ D' ALGÈBRE 25 



386 



DES DÉRIVÉES 



une dérivée à gauche pour œ,z= a, et le nombre l' sera la valeur 
de cette dérivée à gauche. Une telle fonction est nécessairement con- 
tinue à gauche pour x = a. 

Si enfin f{x) admet, pour a? = a, à là fois une dérivée à droite 
et une dérivée à gauche ; si, de plus, les valeurs l, V de ces deux 
dérivées sont égales, on dit que f(x) admet une dérivée pour 
X =: a, et le npmbi;e l =z l' s'appelle la valeur de cette dérivée. 
Une telle fonction est à la fois continue à droite et continue à 
gauche pour œ = a, c'est-à-dire est continue pour a? =r a. (0 

Enfin on dit qu'une fonction f(x), définie dans un intervalle (a,6), 
admet une dérivée dans cet intervalle^ lorsqu'elle admet : i^ une 
dérivée pour toute valeur de x comprise entre a et b; 2© une déri- 
vée à droite pour x rz a; 3* une dérivée à gauche pour x = b. 
Une telle fonction est nécessairement continue dans l'intervalle 
(a, b). 

La valeur de cette dérivée est une nouvelle fonction de x définie 
dans l'intervalle (a, b); on la désigne par f*{x) ou par y', si la 
fonction proposée a été désignée par f(x) ou y. 

La fonction y* = f'{x) peut, à son tour, admettre une dérivée 
dans un intervalle (a\ b') faisant partie de l'intervalle (a, b); ce 
sera une nouvelle fonction de x définie dans cet intervalle et que 
Ton représente par f"(x) ou y"; on l'appelle la dérivée seconde ou 
la dérivée du second ordre de f{x). Et ainsi de suite. 

Si f{x) est une fonction paire ou impaire admettant une dérivée 
dans l'intervalle (a, b) (0 <^ a < ô), elle admet, par cela môme, 
une dérivée dans l'intervalle (—6, — a), et la fonction f'(x) esl 
impaire ou paire, selon que f(x) est paire ou impaire. 



229. Interprétation géométrique de la dérivée, — Soit f{x) une 

fonction continue dans un in- 
tervalle auquel appartient le 
nombre a. Traçons la ligne qui 
représente la variation de /*(«); 
soit M le point de cette ligne 
correspondant à j? = a, et ap- 
pelons MC, M'C les deux parti es 
de cette ligne qui partent de M, 
l'une vers la droite, l'autre vers 
la gauche. Supposons que, pour 
a; = a, f(x) admette une déri- 
vée à droite l. Posons 

f(a)-b, f(a^h) = b-hK h>0. 




(') Cette remarque subsiste lors môme que / est différent de l'. 
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I 

A Tabscisse xrza-hh correspondre point N de MC. La droite 
MN a pour équation 

y — b=z -^- {x—a). 

Or, h tendant vers par valeurs positives, -r- tend vers /; donc, 

le point N de MC se rapprochant indéfiniment de M, la droite 
MN tend vers une position limite MT ayant pour équation 

y — b = l{x — a). 

.La parallèle OL à MT menée par l'origine a pour équation 
y =: Ix, Si / est positif, OL est située dans les angles xOy, o/Oy'; 
si l est négatif, elle est située dans les angles a?'Oy, xOy', Enfin, 
si l est nul, OL est confondue avec Oa?, et la droite MT est hori- 
zontale. 

De même, si, pour x =z a, f{x) admet une dérivée à gauche l\ 

la droite MN' joignant le point M à un point N' de MC tend vers 

une position limite MT quand N' tend vers M, et la parallèle OL' 

à MT' a pour équation y = l'x. 

Supposons enfin que, pour a? =r ar, la fonction f(x) admette 

une dérivée /. Alors les deux droites 
MT, MT sont confondues, et la ligne 
CMC admet une tangente TT au point M. 
La parallèle à cette tangente menée par 
l'origine a pour équation y = Ix. 

Soit f{x) une fonction admettant une 
dérivée f{x) dans un intervalle (a, b) ; 
elle est continue dans cet intervalle, et 
si AMB est la ligne qui représente sa 
variation, il résulte de ce que nous venons de dire que cette 
ligne admet une tangente en chacun de ses points. L'équation de 

la tangente au point M [c, f(c)] est 

y-f[c) = nc)[x^c). 

Remarque, — Soit f[x) une fonction 
continue dans l'intervalle (a, b) et ad- 
mettant une dérivée f'[x) dans l'inter- 
valle (a-4-e, &). Supposons que f'{xi 
augmente indéfiniment lorsque x tond 
vers a par valeurs supérieures à a ; alors 
la droite OL parallèle à la tangente en M tend vers Oy quand 
le point M tend vers le point A ; autrement dit, la tangente en A 
est parallèle h Oy, 





230. 11 résulte immédiatement de la définition de la dérivée 



n 
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qu'une fonction f[x) constante dans un intervalle (a, h) admet 
une dérivée constamment nulle dans l'intervalle; que, si une fonc- 
tion croissante dans un intervalle admet une dérivée dans cet in- 
tervalle, cette dérivée n'est jamais négative; que, si une fonction 
décroissante dans un intervalle admet une dérivée dans cet inter- 
valle, cette dérivée n'est jamais positive. 

Les réciproques de ces propositions sont loin d'être évidentes. 
Ainsi, soit f{x) une fonction dont la dérivée f{x) est constamment 
positive dans un intervalle (a, h)\ pour qu'on pût conclure de ces 
propositions que f{x) est croissante dans l'intervalle (a, b), il fau- 
drait qu'on fût assuré qu'elle y varie constamment dans le même 
sens. 

Avant d'aborder la démonstration des théorèmes qui doivent 
nous conduire à ces réciproques, nous ferons les remarques sui- 
vantes : 

!• quel que soit a?, la fonction y = x admet une dérivée 
égale à 1 ; 

2<' si, dans un intervalle {o, b\ une fonction f(x) admet une 
dérivée /*(«;), la fonction Af{x), A étant une constante, admet 
dans le même intervalle la dérivée Xf\x) ; 

30 si, dans un intervalle (a, &), plusieurs fonctions f{x), ©<«),... 
admettent des dérivées f'{x), o'(a?), ..., la fonction 

/"(«)■+- ?(^) H- — 
admet, dans le même intervalle, la dérivée 

En particulier, la dérivée de /*(«?)-!- A, A étant une constante, 

est n^). 

231. Lemme du théorème de Relie. ^ Soit f{x) une fonction 
continue dans Vintervalle (a, b) et admettant une dérivée f\x) pour 
toute valeur de x comprise entre a et b. SHl existe un nombre «0 
COMPRIS ENTRE a ET b et tel que Von ait, pour toute valeur de x appar- 
tenant à l'intervalle (a, b), 

f[x) — f{xo) < 0, 
on a nécessairement 

En eflFet, f*{xQ) est la limite du rapport '^^^'^'^^^f quand x 

Uind vers xq. Or, xq étant compris entre a et 6, x peut tendre 
vers Xq par valeurs supérieures k xq ou par valeurs inférieures. 

Dans le premier cas, le rapport '-^ — » est constamment 

X — û?o 
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négatif ou nul : sa limite /"(a?o) ne peut donc pas être positive ; 
dans le second cas, ce rapport est constamment positif ou nul : sa 
limite f(xo) ne peut donc pas ôtre négative. Le nombre /'(a?o) est 
donc nul. 

On voit de même que, s*il existe entre a et h un nombre xy 
tel que Von ait^ pour toute valeur de x appartenant à Vintervalle 
{a, b), 

/•(a?)-/-(«:i)>0, 
on a nécessairement 

r(xi) = 0. 

Une conséquence de ce lemme est que, si f(x) passe par un maxi- 
mum ou par un minimum pour une certaine valeur de x comprise 
entre a et b, la dérivée f\x) s'annule pour cette valeur de x. 
Supposons, par exemple, que f(x) passe par un maximum pour 
x=i xo (a <ixo<.b). Il existe alors un nombre positif e tel que 
Ton ait f{x) — f{xo)^0 pour toute valeur de x appartenante 
rîntervalle (a?o — e, «?o-he). Donc /"(ajo) est égal à 0. 

232. Théorème d« Relie. — Soit fix) une fonction continue 
dans Vintervalle (a, b) et admettant une dérivée f'(x) pour toute 
valeur de x comprise entre a et b; si Von a 

/•(a) = 0, /•(6)=0, 

il existe une valeur de x comprise entre a et 6 annulant f(x). 

Rappelons la propriété suivante (n<^ 161) des fonctions continues : 
Si f(x) est une fonction continue dans l'intervalle (a, 6), il existe 
deux nombres â^o, xi, appartenant à ce môme intervalle, et tels 
qu'on ait, pour toute valeur de x appartenant à cet intervalle, 

(i) Aa?) — /"(^oXO, et (2) /•(«:) — /Ia?i) > 0. 

Cette propriété rappelée, le théorème de Rolle résulte immédia- 
tement du lemme précédent. Ecartons le cas où f(x) serait cons- 
tamment nulle dans l'intervalle (a, ô), cas dans lequel la dérivée 
f{x) serait aussi constamment nulle. Il existe alors dans l'inter- 
valle (a, b) un nombre î tel que /*(Ç) soit ::^ 0. Si f{^) est > 0, le 
nombre a^o n'est égal ni à a ni à &, sans quoi l'inégalité (i)ne 
serait pas remplie pour a; = Ç. Si f(\) est<0, c'est le nombre xx 
qui n'est égal ni à a ni à &. D'après le théorème précédent, f{x) 
s'annule pour x z=. Xç^ dans le premier cas, pour x=i Xi dans 
le second. 

233. Formule des accroissements finis. — Nous déduirons la 
formule connue sous ce nom d'une autre formule un peu plus 
générale. 
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Soit f{tc)y o(a?) deux fonctions continues dans Tintervalle (a» b) et 
admettant, pour toutes les valeurs de x comprises entre a et 6, des 
dérivées fias), ç'(a?). Supposons que <p'(a?) ne s'annule pas entre 
a et 6 ; alors «p(a) n'est pas égal à ©(ô), car si Ton avait (p(a) = ç(ô;, 
la fonction <p(a7) — (p(a) s'annulerait pour a = a et pour » = ^, 
et sa dérivée <p'(a?) s'annulerait entre a et ô. Cela étant, nous allons 
montrer qu'il existe un nombre c compris entre a etb (t\. tel qu'on 
ait 

o{b) — o{a) (p'(c) 

Considérons, en effet, la fonction 

évidemment continue dans l'intervalle (a, b). On a +(a) = et 
^(6) = ; de plus, <Ka:) admet, pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et 6, une dérivée 4*'(a?)» et l'on a 

D'après le théorème de Rolle, il existe etUre a et b un nombre c 
annulant ^(x). On a donc 

c'est la formule que nous voulions établir. 

Supposons, en particulier, ©(a?) = x; alors ^'{x) est égal à 1, 
<'t Ton a la proposition suivante : 

f[x) étant une fonction continue dans V intervalle (a, b) et admettant 
une dérivée f'{x) pour toute valeur de x comprise entre a et b, il 
existe un nombre c compris entre a kt b et tel que ron ail 

— a 

OU 

■m-f[a)=z[b-a)f'[c). 

C'est cette dernière formule qui est la formule des accroissements 

finis . 

On peut en donner l'interprétation géométrique suivante : traçons 
la ligne AMB qui représente la marche de la fonction /*(«), x crois- 
sant de a à ft, et soit C le point de cette ligne d'abscisse c. La 
parallèle OL menée par l'origine à la droite AB a pour équation 

f(h)-f[a) 
2^- 6--a ""» 



i 



y 






B 




k^ 


^ 


7x^ 




j^i 













X 
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et la parallèle OU menée par Torigine à la tangente CT a pour 

équation 

yz^f{c)x\ 
en vertu de Tégalité des deux nombres 
f{b) — fW gt ^,(^j igg jj^y^ droites 

OL, OL' sont confondues : donc les 
deux droites AB, CT sont parallèles. 
Ainsi il existe sur la ligne AMB un 
point C tel que la tangente en ce point 

soit parallèle à la corde AB. Telle est l'interprétation géométrique 

que nous avions en vue. 

234. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les réci- 
proques dont nous avons parlé. Soit /"(a?) une fonction continue 
dans rintervalle (a, b) et admettant une dérivée f'{x) pour toutes 
les valeurs de ao comprises entre a et b, 

1 o Si cette dérivée f'{œ) est nulle pour toute valeur de x comprise 
entre a et 6, la fonction f[x) est constante dans Vintervalle (a, h). 

Car soit a?^, a?i deux valeurs quelconques de x appartenant à Tin- 
tervalle (a, &;, et soit a^o < ^i* ^^ *» d'après la formule des accrois- 
sements Hnis, 

f(Xi) — f(X^) = [Xi — XQ)f{X2), X^ <Xi < Xi. 

Or on a, par hypothèse, f'(x2)=0y et par conséquent f(xQ)=f(xi). 

Corollaire. — Si deux fonctions f{x), ^x) continues dans Vinter- 
valle (a, &), admettent^ pour toute valeur de x comprise entre a et &, 
des dérivées égales^ la différence f[œ) — cpla?) est constante dans 
Vintervalle, 

2° Si la dérivée f'(x) n'est négative pour aucune valeur de x com^ 
prise entre a et b, et s'il n*existe pas d^interoalle (a\ b') faisant 
partie de Vintervalle (a, b) dans lequel f'(x) soit constamment nulle^ 
la fonction f{x) est croissante dans Vintervalle (a, b). 

Soit, en effet, oro, Xi deux valeurs quelconques de x appartenant à 
l'intervalle (a, b). Supposons a:o<a:i. Nous allons montrer que 
l'on a f{x{i) < f(xi). La fonction f{x) n'est pas constante dans 
l'intervalle (a?o> ^i) (sans quoi la dérivée f\x) serait nulle pour 
toute valeur de x comprise entre xq et Xi) : il existe donc entre xq 
et xt un nombre Ç tel que f(^) soit z;^f{x^). Cela étant, on a 

fiX) - f{xo) = {$ - Xo)r{x-^j, Xo<X2< {, 

D'après l'hypothèse, aucun des deux nombres ^(072), ^(^3) n'est 



y 






Ç> 




T' 


C 
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négatif; il y a plus : le nombre f{eci) est positif, sans quoi il serait 
nul, et f(\) serait égal à f[x^)^ On a donc 

/•W<m) et AîX/Ia^i), 

d'où 

1\x^)<f{xi). 

3^ ^» la dérivée f{œ) n'est positive pour aucune valeur de x com- 
prise entre a et 6, et s'il n'existe pas d'intervalle (a', V) faisant partie 
de Vintervalle (a, h) dans lequel f{os) soit constamment nuUe^ la 
fonction f[x) est décroissante dans Vintervalle (a, h). 

Ce théorème se démontre comme le précédent. 

Remarque. — On a vu que si /"(a?) passe, pour » = c (a < c < 6;, 
par un maximum ou par un minimum,. /'(c) est nul. La réciproque 

n'est pas vraie. Supposons f\c) = 0, et 
supposons en outre que, pour toute va- 
leur (autre que c) de Tintervalle (a, ftj, 
f{x) soit positive. Alors la fonction f{x, 
est croissante dans l'intervalle (a, 6), et, 
pour a; = c, il n'y a ni maximum ni 
minimum. La ligne AB représentant la 
marche de la fonction ira constamment 
en s'élevant, mais au point C correspon- 
dant à a7 = c, la tangente TT sera horizontale, de sorte que la 
portion AG de la ligne sera au-dessous de cette tangente tandis que 
la portion CB sera au-dessus ; le point C sera un point d*inflexion 
de la ligne. 

235. Nous terminerons ces généralités par la remarque suivante : 
Supposons que, dans l'intervalle (a, ô), la fonction f{x) admette 
une dérivée seconde f{x\ et que, pour une valeur c de a: comprise 
entre a et ft : 1« la dérivée f(x) s'annule; 2<» la dérivée seconde fix) 
soit différente de 0; 3° cette dérivée seconde soit continue. Alors on 
peut affirmer que /Ta?) passe^ pour x =: c, par un maximum ou par 
ur^ minimum; si /^(c) est négatif c'est un maximum; si f^{c) est 
positif, c'est un minimum. 

Supposons, par exemple, H^XO; alors, en vertu de la conti- 
nuité de ri^)y il existe un nombre positif e tel que /^(a?) reste 
négative dans tout l'intervalle (c — s, c + e). La fonction f(x) 
est donc décroissante dans l'intervalle (c — e, c-he), et comme 
elle s'annule pour x = Cy elle est positive pour x compris entre 
c — e et c, négative pour x compris entre c et c-4-6. La fonc- 
tion f{x) est donc croissante dans l'intervalle (c ^ e, c) et décrois- 
sante dans l'intervalle (c, c + e) : elle passe par un maximum 
pour X = c. 
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Cette remarque a une application géométrique intéressante. Sup- 
posons que, dans Tintervalie (a, &), la 
fonction f(œ) admette une dérivée se- 
conde /^(a?), et que, pour une valeur c 
de œ comprise entre a et &, cette dérivée 
seconde prenne une valeur différente de 
et soit continue. Traçons la ligne y=f{af) ; 
soit G le point de cette ligne d'abscisse c, 
M et M' les points de la ligne et de 
la tangente CT d'abscisse œ ; posons 
M'M = (^[x). Nous allons montrer que, 

dans un petit intervalle comprenant c, cp(â?) a un signe invariable. 

On a, en effet, 

©(«) = PM - pst = nx) - [r(c) -hr(c){x - c)] . 

La fonction o(a?) admet, dans Tintervalle (a, &), une dérivée pre- 
mière 

et une dérivée seconde 

<f'{x) = r(«). 

On voit que, pour x = c, ces fonctions ^'{x) et (f{x) satisfont 
aux trois conditions de l'énoncé précédent : le nombre (p'(c) est nul 
le nombre ©*(c) = f^(c) est différent de zéro, enfin la fonction 
o*(fl?) ou /"'(a?) est continue pour x = c: donc <p(a?) passe, pour 
« = c, par un maximum si /^(c) est négatif, par un minimum 
si fie) est positif. Observons d'ailleurs que le nombre <p(c) est nul: 
<p(a?) a donc bien un signe invariable pour les valeurs de x voisines 
de c. Si le nombre /""(c) est négatif, la fonction «p(a:) est négative 
pour les valeurs de x voisines de c : le point M est donc au-dessous 
du point M', et la ligne est au-dessous de la tangente GT dans le 
voisinage du point G : c'est ce qu'on exprime en disant que, en ce 
point, elle tourne sa concavité vers les y négatifs. On voit de môme 
que, si le nombre /""(c) est positif, la ligne est située, dans le 
voisinage du point G, au-dessus de la tangente GT ; on dit que, en 
ce point, elie tourne sa concavité vers les y positifs. 

Par exemple, la fonction y = ax^ -\-bx-hc admet la dérivée 
première y' = 2ax-hb et la dérivée seconde y" = 2a : en cha- 
cun de ses points, la ligne y = ax^ -\- bx -h c tourne sa conca- 
vité vers les y positifs, si a est positif ; vers les y négatifs, si a 
est négatif. 

La fonction y = a* admet, comme nous le verrons, une dérivée 
première y* = a'La et une dérivée seconde y^ = a^La)* : donc, 
quel que soit a, la ligne y = a^ tourne, en chacun de ses points, 
sa concavité vers les y positifs. 



^ 
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Enfin la fonction y = loga x admet la dérivée première 

1 1 

y' = - — et la dérivée seconde y' = ^ — • la ligne y = log« jc 

tourne donc sa concavité vers les y positifs, si a est compris entre 
et 1 ; vers les y négatifs, si a est plus grand que i . 
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236. On voit, par ce qui précède, de quelle importance il est de 
savoir calculer la dérivée d'une fonction. Nous allons d'abord 
démontrer quatre théorèmes permettant de trouver la dérivée d'une 
somme, d'un produit, d'un quotient, d'une racine. Ces théorèmes 
sont vrais, que les fonctions dont il s'agit admettent des dérivées à 
droite ou des dérivées à gauche ; c'est pourquoi, dans les énoncés, 
nous dirons simplement que ces fonctions admettent des dérivées, 
sans spécifier. 

237. Théorème I (dérivée d'une somme). — Soit u, t>, te, ... 

des fonctions de X admettant, pour a?=ra?i, des dérivées u\jv\, «ri, .... 
La fonction 

y = u-|-«-h*o4- ... 

admet également ^ pour oî = a?i, une dérivée yj, et Von a 

y\ = u\ + u\ + lo'i -+- 

En effet, soit t*i, ri, wi, ..,, yi les valeurs des fonctions 
«, t?, 10, . . ., y pour 07 = a?i ; donnons à a?i l'accroissement Aa?i 
(positif, ou négatif, suivant que les fonctions sont supposées 
admettre des dérivées à droite ou des dérivées à gauche) ; il en ré- 
sulte pour w, V, ?o, . . ., y des accroissements Ami, At?i, Aïoi, ..., Ayt, 
et l'on a 

yi =z ui -4-t7t -hw5i -H ..., 
yi-h Ayi = (i/i -h AMi)-h(t?i + Ari)-|-(«?i-hAiPi)-h ..., 

d'où 

Ayi = Ami -h Aî?i -h Aîoi -H . . . , 

et par suite 

Ayi _ AUj At?i Aigi 
Aari Ixi àxi Aa?i 

•^ , . Aui Ari Aie, j. j, . 

àœi tendant vers 0, ICvS rapports -; — , r — , -— *-, ... tendent 

A%Ci AâTj AiC| 

par hypothèse vers des limites w/, t?/, te/, .... Donc le rapport -~^ 
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tend également vers une limite y[, et Ton. a bien 

yl = u{ + t?i + wi + . . . . 

Il résulte de là que, si les fonctions u, v, lo, ... admettent des 
dérivées u', v\ w\ ... dans Tintervalle (a, 6), la fonction y admet 
une dérivée y' dans le môme intervalle, et l'on a 

y' = M'H-t?'-Hw/-4-... . 

238. Théorème II {dérivée d'un produit). — Soit m, t?, lo, ... des 
fonctions de x admettant^ pour x = a?i, des dérivées m/, t?/, lo/, .... 

La fonction 

y =: uvio,., 

admet également, pour x = xi, une dérivée y/, et Von a 

y[ = uiviWi ... H- t/ivjioi ... -h Wit?iio,' ... + ... , 

t*i, ri, toi, ... étant les valeurs des fonctions pour x =: xi; autre- 
ment dit, cette dérivée est la somme des produits obtenus en mul- 
tipliant successivement la dérivée de chaque facteur par le produit 
des valeurs des facteurs restants. 

Examinons d'abord le cas de deux facteurs, m et r. A Taccroisse- 
ment ^x^ donné à la variable indépendante correspondent, pour 
ti, t?, y, des accroissements Ami, Avi, Ayi, et l'on a 

yj = Mit?i, yi -f- Ayi = (t4i -h Awi)(ri -4- AtJi), 

d'où 

Ayi = AMiXt?i4-t/iXAri-hAMiXAi?i, 

et par suite 

Ayi Aki , Avi Aui 

A2*i Aa7i Ao?! Ixi 

^x^ tendant vers zéro, -^ et -^ tendent, par hypothèse, vers des 
limites u\ et t?;; Ami et At?i tendent vers 0, à cause de la continuité, 

AMj 

pour a? = a?i,' des fonctions u et v, et par suite - — ivi tend 

vers 0. Le rapport — tend donc vers une limite y',, et Ton a 

yi = u[vi -h Mil?; . 

Considérons maintenant le cas de 3 facteurs : y = uvv). Regar- 
dons y comme un produit de 2 facteurs, ut> et lo; nous avons, par 

ce qui précède, 

y\ = (uv)\iCi -h UiViw\ ; 

d'ailleurs on a 

(mî?); = v\v^ + wit?; : 

donc on a 

y\ = u\ViWi -+- uiu'jioi 4- Miriioi . 



n 
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On étendrait de même la proposition à un produit de 4 facteurs, 
puis à un produit de .5 facteurs, et ainsi de suite. 

En particulier, n étant un nombre entier positif quelconque, lafonc- 
tion y = tt»* admet, pour a? = a?i, une dérivée yl ^ ntti*~*«J. 

Il résulte de ce théorème que, si les fonctions m, v, w?, ... admet- 
tent des dérivées u', v\ lo', ... dans un intervalle (a, b), la fonc- 
tion 

y = uvio . . . 

admet, dans le môme intervalle, la dérivée 

y' = u^vvD ... -h uv'w ... H- winu' ... -h ... , 

et, en particulier, la fonction y = u» admet, dans ce même inter- 
valle, la dérivée y' = nu«-*t*'. 

239. Théorème III (dérivée d'un quotient), — Soit u, r cf^tcx 
fonctions de a? prenant, pour a: = ar,, de^ valeurs Ui, rj, «f admet- 
tant, pour a? = a?i, cî<w dérivées u\, v\. Si vi est :^ 0, la fonction 

u 

admet également, pour x z^cst, une dérivée yi, et l'an a 

yi — 5 ï-« 

Car soit Aui, At?i, Ayi les accroissements de w, t?, y correspon- 
dant à l'accroissement ^x^ donné à la variable indépendante 
Ona • 



d'où 



et par suite 



yi = •— » yi H- Ayi = -—-i 

«1 «1 -h Aci 

t?iAui — iiiA»! 



Ayi = 



î?i(t?i -h At?ij 



Aui Avi 

1?! 1 Ml 



Ayi Aa7t ûkXi 

Aari t;i(i?i + At?i) ' 

Aa?i tendant vers 0, ^ et -^ tendent vers u\ et t>; ; aui et Ac, 

tendent vers 0, à cause de la continuité, pour a = a?i, des fonc- 
tions M et ^ : le numérateur de la fraction qui compose le second 
membre de l'égalité précédente a donc pour limite Viu[ — u,t?;, et 

le dénominateur a pour limite t??. --^ tend donc bien vers une 
limite yi, et Ton a 

^*"- ïî 
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De là résulte que, si ti et v sont deux fonctions de x admettant 
des dérivées u' et v' dans un intervalle (a, b); si, de plus, la fonc- 
tion V ne s'annule pas dans cet intervalle, la fonction 

u 

V 

admet, dans le môme intervalle, une dérivée 

vu' — uv' 



l/ = 



r« 



240. Théorème IV. — {Dérivée d'une racine). Soit u une fonction 
de X prenant, pour x z=i xt, une valeur ut, et admettant^ pour 
X z^xif une dérivée u'i. Soit m un nomore entier positif, La fonction 

m/ 

y = v« 

admet, pour x z=z xt, une dérivée yl, et Von a 

3/1 = , » 

sous les conditions suivantes : pour m impair, si ui est différent de 
0; pour m pair, si ut est positif. 

En eflet, supposons d'abord ui positif et m quelconque. A l'ac- 
croissement ùiXi donné à la variable indépendante correspondent 
les accroissements Atii et Ayi de u et de y, et l'on a 

t/i=7^, yi -f- Ayi = 7 wi + ^"1 >• 

d'où 

Ay, = V Ml + Aui - 7^ = A — B, 
en posant 

7 Kl 4-Ami = A, "V^ = B. 

Or, on a 

^ — ^ ~ A»»-* + A«-«B 4- h AB*»-» -h B^^ ' 

d'ailleurs on a 

Xm — gm ^^ ^n^^ 

On a donc 

. Atçi 

y* — A"»-* H- A^-^B -h h AB"*-* + B*»-» ' 

et par suite 

Aui 
Ayi Aa?! 



Aari A"»-* -h A"»-«B -h . • . -»- AB"»-* -+- B»»^* 
Aa?i tendant vers 0, --— tend vers uj ; Aui tend vers 0, à cause de 

Ajt7i 
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la continuité, pour x = ari, de la fonction m, et A tend vers B : 
par suite chacun des m — 1 premiers termes du dénominateur de 
la fraction qui compose le second membre de l'égalité précédente 
tend vers B«-* = 'yui"»-*, de sorte que ce dénominateur tend vers 

m'^Mi'»-*. Donc enfin -^ tend vers une limite yj, et Ton a 



y\ = 



< 



En particulier, la fonction y = \j~û admet, pour a? = «i, la 
dérivée y. = — 4-' 
Supposons maintenant mi négatif et m impair. On a alors 



et, d'après ce qui précède, pour a? = a?i, y admet une dérivée 

— u'i u', 



yi = — 



m "ÎJ^I— « 1 )"»-* m*V«î^~* 



Il résulte de là que si une fonction u admet une dérivée u' dans 
un intervalle (a, ô), la fonctioti 

m/ — 

y = ^M 
admet, dans cet intervalle, une dérivée 

u' 



!/ = 



pour m impair, à condition que u ne s'annule pas ; pour m pair, 

pourvu que u reste positif. 

— u' 

En particulier, la fonction y = du admet la dérivée y' =— =, 

pourvu que m reste positif. 



241. Applications : 1° m étant un entier positif, la fonction x* 
admet, quel que soit a?, la dérivée ma?»»-* (théorème II). /7ne fonction 
entière, étant une somme de termes de la forme a«^, a étant une 
constante, admet une dérivée pour toute valeur de x (théorème I). 
Ainsi, soit 

y = f{x) = flo*"* -h aia;"»-* -i- asa?"»-» + ... -h Om^fO^ -h ffm-i« -h a«. 

On aura', quel que soit x : 

y' = f\x) z=z maox"*-^ -h (m — 1 j/'ia;»"-* -h (m — 2)afOc^-^ -f- . • • 
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et de même : 

y' = /••(a?) = m{m — l)aoa7"»-' -h (m — d)(m — 2)aiSc^-^ 

-h (m — 2)(m — 3)a2a?»»-* -+-..•+ 2. lom-t. 



y(m-j) — /•Cm-J)(a.) = wi(m — 1 ) . . . 3aoa?* 4- (m — 4)(m — 2) . . . 2aia7 

H-(m— 2)(m — 3)...laa, 
yCn-O = /^'«-»)(a?) = »i(m —!)... 2croa; + (m — l)(m — 2) . . . tai, 
y(w) = /\'«)(a?) = m(f» — 0- • • '«o. 

Il faut remarquer que y', y", ..., t/^"») sont des polynômes en a? 
dont les degrés sont revspectivement m — l, m — 2, . . ., ; les 
dérivées d'ordre supérieur à m sont toutes nulles, puisque y^"*) est 
une constante. 

Donnons à la variable indépendante x Taccroissement A; nous 
aurons 

f(x H- A) = ao{x -+- A)»" -f- aifa? H- A)»»-» H- 02(0? -f- A)''*"* -»-••• 

4- am-2{x H- A)' -+- am-\{x 4- A) 4- flm ; 
si maintenant nous développons 

(«H-A)"», (a? -h A)»»-», (a: + a;,"»-», ..., (a;-hA)« 

par la formule du binôme, et si nous ordonnons suivant les puis- 
sances croissantes de h, il vient 



f(x 



-h aia^-* -f C^_iaia;"»-2 
-ha^x^-^-^ Cin-i'i^x^^-^ 



4- Ûm-2X* 4- CJ<Im-2« 

+ am-ix 4- Cla„i_i 

dm 



Cl,_ia,a;»»-3 
Cî,-.2«aa?*""* 



;*« 



. H- CS-*aoa?« 
. • 4-CJIZiaiaî 
. 4- CSzia2 



^m-2 



«Zl'/i 



/i'»»-» 4- CITi^yo/*"' 



On voit immédiatement que le terme indépendant de h est flx); 

f*(x) 
le coefficient de h est /"(a?), que l'on peut écrire -^-j-^ ; le coeffi- 

cient de h* est V^ ; ••• ; le coefficient de A»»-* est -r-r( — , ^ ^ ^, ; 

1.2 ' ' 1 .2... (m — 2) 

le coefficient de A"»-* est -7—^ — , ,. ; enfin le coefficient de 



A" est 



1 .2. ..m 



1.2...(m — 1) 
Ainsi, /l[aî) étant un polynôme de degré m en œ, 



n 



r^i -- 



n< 
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on a, quels que soient les nombres œ et h, la formule 



1 2. ..(m — 2) 



i.2...(m — t) 



1.2. ..m' 



2* Une fonction rationnelle 






admet une dérivée pour toute 



valeur de x n'annulant pa^ le dénominateur (théorème III). Ainsi la 
fonction 

a^-\-h 

a' a 4- b' 
a pour dérivée 

(a'g? -H y)a — (aa? + ^)a' __ ab' — db 
(a'a? -!-&')« "" {a'«-h*')' 

la fonction 

ojc* -\-bx-\-c 
a'x^ -h b'x -H c' 
a pour dérivée 

(a'a;« -h b'x -h c')(2aa? + &) — (ax* -hbx-k- c){2a'x + 6') 



(a'a?-hy;zf:0); 



ou 



Aa?» -h 2Ba? -+- c 



(a'a;« -h *'« -h c' ^if: 0), 



(a'x^-hb'x-{-cf)^ 

avec A = a6' — <i'6, h = ac' — a'c, C =z bcf — b'c; 

la fonction 

\ 
—jjj- (a; :^ 0, m entier positif) 



X' 



a pour dérivée 



Comme on a 



X 



— ma;"*-* — m 

= x-"^, il en résulte que — ^Sl^T ^^^ ^^*' * 



— rnar-*»-* : on voit donc qu'on obtient la dérivée de a**, pour m 
entier négatif, à Taide de la môme règle que pour m entier positif. 
Il y a avantage à appliquer cette règle, parce qu'elle donne le résultat 
sous sa forme la plus simple. 

3° Enfin la fonction VTW» fi^) ^^^^^ ^♦* polynôme, admet une 
dérivée : si m est impair, pour toute valeur de x qui n^annule pas 
f(x), et, si m est pair, pour toute valeur de x rendant f{x) positive 
(théorème IV). 



i. 
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Ainsi la fonction ^ ax'^ + V>x -h c a pour dérivée 
2aa? -h 2ô ■ oa? -h & 



2^aic*H-2&a?-Hc ^ oo?» •+- 2bx •+- c 

la fonction y^ a? a pour dérivée 

J / ( > 0, si m est pair \ 

f x^-i \ 1^0, si m est impair/ ' 



{as^ 4- fra? + c > 0) ; 



m 



242. Dérivée de la fonction exponentielle. — La fonction expo- 
nentielle y = a' admet une dérivée quel que soit x. 

Car donnons à a; un accroissement h, et soit h Taccroissement 
correspondant de y. On a 

k = a'+A — a* = a'{a'' — 1), 
d'où 

A , a* — i 

— ^ a*. • 

A h 

Le rapport -r- est ainsi mis sous la forme d'un produit de deux 

facteurs; le premier facteur, a', ne dépend pas de h ; nous allons 
montrer que le second, 

tend vers une limite quand h tend vers 0. Pour cela, posons 

a* — \ = *» 

a étant une variable nouvelle destinée à remplacer h ; quand h tend 
vers 0, a tend vers et réciproquement. De Tégalité 

a* = 1 -f- a 
on tire 

hLa = L(l4-a) : 
donc on a 

a'» — 1 aLa a 



L'I-l-aj L(H-a) 



•La. 



Mais nous avons vu que, a tendant vers 0, -r-, ■ tend vers 1 : 

L(H-a) 

— -r — tend donc vers La. Dès lors le rapport — tend vers une 
limite quand h tend vers 0, et cette limite est 

y' = a-» La. 
On a de môme, quel que soit x, 

. y"=a'(Laj^, 

COR ET RIBM. — TRAITÉ D*ALGÈBRB 20 
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et, d'une manière générale, 

y(") = a'(La)», 

quel que soit rentier positif n. 
Supposons, en particulier, a = 6 ; alors on a 

yrze', /=«', y" = ff', ... , y(«) = c', . . . . 

La fonction e'. est donc égale à Tune quelconque de ses dérivées. 



é; 



Sf. 



t- 



243. Dérivée de la fonction logarithmiqne. — La fonction lo- 
garithmique y = logtfâ? admet une dérivée pour toute valeur 
positive de x. 

Car donnons à a? un accroissement h, et soit h Taccroissement 
correspondant de logax. On a, en supposant positifs x et a? -h A: 



d'où 



h = loga (a? -h A) — loga a? = loga(l-+-— V 
| = llog.(n-A). 



Posons maintenant — = a, a étant une variable nouvelle des- 

X 

tinée à remplacer h ; quand h tend vers 0, il en est de même de a 
et réciproquement. De Tégalité 

h 



= « 



X 



on tire 
on a donc 



h = oLx: 



J = ^ log4l + «) = 4" •««'■f(* + ") ' J- 



a tendant vers 0, (l-f-a)* tend vers*?; loga[(l-ha)* ] tend 

t k 

donc vers logaô = T— • Dès lors le rapport -r- tend vers une 

limite quand h tend vers 0, et cette limite est 

logflg ^ 1 
a? xLa 

En particulier, la dérivée de y = La; est y' = — • 



244. Régie des fonctions inverses. — • Reprenons les notations 
employées dans le chapitre V. Soit f{x) une fonction définie dans 
un intervalle (a, 6), variant constamment dans le môme sens (nous 
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la supposerons croissante) , enfin continue dans cet intervalle. 
Soit <p(a7) la fonction inverse de /"(a?), telle qu'elle a été définie 
dans le chapitre V. Si nous posons f{a) = a', f{b) = b', cette 
fonction 9(ic) est définie dans Tintervalle (a', &'), et nous avons 
démontré qu'elle est croissante et continue dans cet intervalle. 
Soit a/^ un nombre quelconque appartenant à l'intervalle (<^, b')] 
soit ^œ'i) = Xi ; par cela môme f(xi) est égal à oo[. Si la fonc- 
tion f[œ) admet une dérivée à droite pour x ^ xi; si, en outre, la 
valeur l de cette dérivée n^est pas nulle, la fonction ^(œ) admet une 

dérivée à droite pour a; = a/j, et la valeur de cette dérivée est -=-- 

V 

En effet, donnons à xl un accroissement positif /i, et soit 
o{x{-hh) = xi-hk. h est positif ainsi que h, et l'on a l'égalité 
f(xi + A) = xl 4- h. Il s'agit de savoir ce que devient le rapport 

o(x [ -h h) - o{x;) 
h 

quand h tend vers 0. Or ce rapport, qui est égal à -r-» peut 



s'écrire 



1 



^ f[Xx -^ k) — f(x,) 

'k h 

h tendant vers 0, h tend également vers 0, à cause de la continuité 

de la fonction o{x) ; par hypotiièse, le rapport ^^^ i~'A^O 

h 

o(x' -I- h) o(x') 

tend vers une limite / différente de zéro : le rapport '^ ' l — ÏL-^' 

h 

tend donc vers une limite égale à -pt*î . 

On raisonnerait de môme si f[x) admettait une dérivée à gauche 
pour X =z Xi. Si donc f{x) admet une dérivée l différente de 

ftour 0? = a?|, o(a?) admet, pour x = x^, une dérivée égale à -y. 

On peut, au moyen de cette règle, déduire la dérivée de la fonc- 
tion logarithmique de celle de la fonction exponentielle. Soit â/^ un 
nombre positif quelconque, et soit loga«i = ari, ou, ce qui re- 
vient au môme, a'^ = a/j. La fonction a' admet, pour x = x^ 
une dérivée égale à a*»La ; cette dérivée n'est pas nulle : donc la 
fonction loga x admet, pour x = û?'„ une dérivée égale à 

1 1 

a'» La ^iLa 

(') Si la fonction /"(a:) était décroissante, l'existence d'une dérivée à droite 
pour f{x) entraînerait celle d'une dérivée à gauche pour ^(x). 
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Nous retrouvons bien ainsi la dérivée de la fonction logarilb- 
mique. 

245. Règle des fonctiong de fonction. — Soit, comme au cha- 
pitre V, u = o{x) une fonction de œ définie dans un intervalle 
(a, b) et ne prenant que des valeurs appartenant à Tin tervallc (a\ b']. 
Soit y = f(u) une fonction de u définie dans rintervalle {a\ V), 
Posons 

Y{x) est une fonction de œ définie dans l'intervalle (a, b). Suppo- 
sons que la fonction f(u) de la variable indépendante u admette 
une dérivée f*\u) dans l'intervalle (a\ b'). Supposons que la fonc- 
tion <p(a7^ admette une dérivée f<i pour une certaine valeur xx de 
rintervalle (a, b) ; nous savons déjà que dès lors la fonction F(ar) 
est continue pour . a = oti ; nous allons maintenant démontrer 
qu>//e admet une dérivée pour x z=. x\^ et que la valeur de cette 
dérivée est 

si Von pose ^{xi) = mj. 

Soit, en effet, /'(t/i) = yi, et par suite F(a7i) = y t. Donnons 
à xi un accroissement h, positif ou négatif, suivant qu'il s'agit de 
dérivée à droite ou de dérivée à gauche, et posons 

o(a;i -h /*) =ui-tk, f{Ui -h A) = yi 4- /, 

d'où 

F{Xi + h) = y, -+-/. 

Il s'agit de voir ce que devient le rapport 

¥{xi-{-h)-¥{xi) 
h 

quand h tend vers 0. Or ce rapport, qui est égal à -j-, peut 
s'écrire 

i , ?t ^ nui^k)^r{ui) ^r^ {xi-^h)-o{x,) 

h tendant vers 0, k tend également vers 0, à cause de la conti- 
nuité, pour X = xi, de la fonction o(x) ; dès lors le rapport 

^-^ '~~ tend vers une limite qui est la valeur de la déri- 

k 

vée f'{u) pour u=zui; le rapport ^ j — -^ — - tend» par hy- 

pothese, vers u,. Donc le rapport : tend vers 

une limite égale à 
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D'après cela, si la fonction u = «p(a?) admet, dans un inter- 
valle (a, P) faisant partie de l'intervalle (a, &), une dérivée 
u' = çp'(a?), la fonction F(x) admet, dans ce môme intervalle, une 
dérivée 

r{x) = /•» X V = noix)] X o\x). 

Les conclusions précédentes subsistent lorsque f{u) n'est définie 
et n'admet une dérivée que dans l'intervalle (a'-he, b') oudans 
l'intervalle (a', ô' — e) ou dans l'intervalle (a'-f-e, 6' — e), à 
condition que les valeurs de o(x) soient toutes supérieures à a' 
dans le premier cas, toutes inférieures k b' dans le second cas, 
toutes comprises entre a' et b' dans le troisième cas. 

246. Exemples : i'* a étant un nombre positif différent de i et u 
une fonction de x définie dans l'intervalle (a, ^), 

y = a« 

est une fonction de x définie dans le môme interValle. Si, pour 
x = xiy u admet une dérivée u\, y admet également une dérivée 
y'„ et l'on a 

y'» = a"'LaXu;, 

M\ étant la valeur de u pour x =: x\. Si la fonction u admet une 
dérivée u' dans un intervalle (a', ^') faisant partie de l'intervalle 
(a, ^), la fonction y admet dans le même intervalle la dérivée 

y' = a«LaXM'. 

Par exemple, la fonction 

y = tf** 

admet, quel que soit a:, la dérivée 

y = «*' X 2x. 

2<» a étant un nombre positif différent de I et u une fonction de 
X définie dans l'intervalle (a, fi) et ne prenant que des valeurs posi- 
tives dans cet intervalle, 

y = loga u 

est une fonction de x définie dans le même intervalle. Si, pour 
0? = a?i, u admet une dérivée u'j, y admet également une dérivée 



tiiLa' 

ui étant la valeur de u pour a; = ori. Si la fonction u admet 
une dérivée u' dans un intervalle (a', fi'j faisant partie de l'inter- 
valle (a, P), la fonction y admet dans le mt^me intervalle la dérivée 

«La 



• "^ 



vf\ 






l^-' 



1*' 



I. 

a 



?•>• 
f 
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En particulier, la fonction 
admet la dérivée 



Lu 
u 



C'est pour cette raison qu'on désigne sous le nom de dérivée loga- 
rithmique d'une fonction le rapport de la dérivée de cette fonction 
^ la fonction elle-même. 
Par exemple, la fonction 

y = L[j? -f. ^«« -h A«] 

définie, comme on le voit aisément, dans l'intervalle (— « , -^-oc), 
admet, quel que soit a;, la dérivée 

30 14 et t? étant deux fonctions de œ définies dans l'intervalle 
(a, ^), et u ne prenant que des valeurs positives dans cet intervalle, 

y = u« 

est une fonction de œ définie dans le même intervalle. Si, pour 
œ = Xij M et t> admettent toutes deux des dérivées uî et t?,', y 
admet également une dérivée. En effet, on a 

y = c», avec w =r vLu, 
Soit ui, vi et toi les valeurs de ti, t? et to pour « = ci. La fonc- 
tion Lu admettant, pour x = xi, la dérivée — i la fonction te 
admet, pour x = a?i, la dérivée 

toi = v'iLu» H- «1 — ^ • 
Donc enfin y = e^ admet, pour x = xi, une dérivée 



w. 



>; = ui^^tUiLui-M?!-^!. 



y = e*^i X «? 



Si les fonctions u et v admettent des dérivées uf et v' dans un 
intervalle (a', ^') faisant partie de l'intervalle {a^ P), y admet dans 
ce môme intervalle la dérivée 



y' = «^[»'Lu + ^]. 



Comme application de ce qui précède, considérons d'abord la 
fonction 

y = a;^ (m étant une constante quelconque), 

définie, comme on le sait, dans l'intervalle (-f- e, -h»). Elle admet 



n 
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dans cet intervalle la dérivée 

ainsi Vexpression trouvée dans le cas de m entier positif est appli- 
cable quel que soit m. 

Par exemple , la fonction y = ^1^ = a?* a pour dérivée 
3 .1. 3 



2 2 

Considérons en second lieu la fonction 



* « 



définie également dans l'intervalle (+ e, -H oo) ; elle admet dans 
cet intervalle la dérivée 

y' = x^Las + 1 ). 

Considérons enfin la fonction 



v=(.+l)-. 



définie dans les deux intervalles (— », — 1— e), (-+- e, -t-<») î 
elle admet dans chacun d'eux la dérivée 

Terminons par une remarque relative au calcul de la dérivée 

de af^ quand m est rationnel et x négatif. 

P 
Le cas où m serait entier a déjà été examiné. Soit m = — • 

p et g étant deux entiers premiers entre eux, et q pouvant ôtre sup- 
posé positif; nous supposerons en outre q impair, car, si q était 

pair, p serait impair, et x ^ n'aurait aucun sens pour x négatif. La 

fonction x * est paire ou impaire, suivant la parité de p : elle admet 
donc une dérivée pour x négatif; pour a? = — a?i («i > 0), cette 

dérivée est — a?i ' ou — — a?i » , suivant que la fonction 

q q 

est impaire ou paire, c'est-à-dire suivant que p — q est pair ou 
impair. Dans les deux cas, cette dérivée est égale à 

q ^ 9 q 

La règle qui fournit la dérivée quand x est positif est donc encore 
applicable quand x est négatif. 
Ainsi, par exemple, la fonction 

X 
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définie dans rintervalle (—00, -+-«), a pour dérivée 

247. Généralisation. — Soit u =: ^{x) une fonction de x définie 
dans rintervalle [a, b) et dont toutes les valeurs appartiennent à 
rintervalle (a', 6'). Soit v = ç(m) une fonction de u définie dans 
l'intervalle (af, V) et dont toutes les valeurs appartiennent à l'inter- 
valle (a*, b"). Soit enfin y = f(v) une fonction de v définie dans 
rintervalle (a*, b^). Posons 

f\^[^x)]\ = ¥(x), 

¥{x) est une fonction de x définie dans rintervalle (a, b). Suppo- 
sons : !• que la fonction ^(u) admette une dérivée <5>'{m) dans 
rintervalle (a', 6') ; 2© que la fonction f(v) admette une dérivée 
/"(t?) dans l'intervalle (a", b"). Soit maintenant xt une valeur quel- 
conque appartenant k l'intervalle {a, b). Nous allons montrer que, 
si ^{x) admet une dérivée ui pour x=zxi, la fonction ¥(x) admety 
pour X z= xi, une dérivée dont la valeur est 

r(«i)x?>i)xtti, 

avec Ml = ^Xi)j vi = <p{Mi). Pour cela, posons 

f^[^{x)] =z *(a?) ; 

nous savons que 4>(â;) admet une dérivée pour x = xi, et que la 
valeur de cette dérivée est 

v\ = o'{ui)xu\. 

Or on a F{x) = /*[*(«?)] : donc ¥(x) admet, pour a? = «1, une 
dérivée dont la valeur est 

f(vi)Xv\ ou r(«i)X?'(«i)Xt*;. 

Si donc u = ^[x) admet une dérivée u' z= i^'(x) dans un in- 
tervalle (a, p) faisant partie de rintervalle (a, 6), la fonction 
y = ¥{x) admet dans le même intervalle une dérivée 

y' = rM X o\u) Xu'=z r\o\M^)]\ X ?'[+(«)] X *'(«). 

Exemples, — !<» Soit 1/ = a^*, a et & étant deux nombres positifs 
différents de 1, et u une fonction de x définie dans l'intervalle 
(a» P) ; y est une fonction de x définie dans le même inter- 
valle. Soit Xi une valeur quelconque appartenant k cet intervalle, 
soit Mi la valeur correspondante de u; supposons que u admette, 
pour x=:xiy une dérivée w'j . y admettra également, pour x=zxij 
une dérivée 

y\ =ra»"'LaX«»"'L&Xt*;. 
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Si la fonction t* admet une dérivée u' dans un intervalle (a', P') 
faisant partie de l'intervalle (a, % la fonction y admettra dans le 
môme intervalle la dérivée 

y' = a*"La X b^Lb X u\ 

2» a et ô étant deux nombres positifs différents de i, et m une 
fonction de œ définie dans l'intervalle (a, P), 

y rrlogatlH-ft") 

est une fonction de œ définie dans le môme intervalle. Soit a?i une 
valeur appartenant à cet intervalle, et soit ui la valeur correspon- 
dante de tt ; si u admet, pour x = ari, une dérivée wj, y admettra 
également, pour a? = «i, une dérivée 

y' = /. iu,, X6"'L&Xui. 
(1 -f- &"»)La 

Si la fonction u admet une dérivée u' dans un intervalle (a', ^') 
faisant partie de l'intervalle (a, ^), la fonction y admet, dans le 
même intervalle, une dérivée 

248. Dérivées des fonctions circulaires. — Toutes ces dérivées 
se déduisent de celle de la fonction 

y = sin a?. 

Soit h Taccroissement donné à la variable x\ le rapport 

sin (g; + A) -sin .; 2 sm ^ cos ^o: + ^ sm - 

h = ir =-^^^n""*"2) 

2 

tend, lorsque h tend vers 0, vers une limite y', et Ton a 

y' = cos œ. 

Ainsi la dérivée de sin :r est cos ar, quel que soit x. 

De là il résulte que, u étant une fonction de x admettant une 
dérivée t/, la fonction sin u admet une dérivée égale à cosuXm'. 

Prenons en particulier pour u la fonction ^H-vî nous voyons 
que, quel que soit a;, la fonction 

sin (a? -f- — J = cos» 
admet une dérivée égale à 



.s(«+f) = 



cos i a? -+- — I = — sin a?. 
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D'après cela, la fonction 

sina? 

ur a; =^ 

^ cosa? 

admettra, pour toute valeur de x n'annulant pas cos x^ une dérivée 
égale à 

cos X X cos X — sin x{— sin a?) { .*-//• « \ 

cos* a? cos* a? ^ \ "^ 2/ 

Passons maintenant aux fonctions circulaires inverses. Ck)nsidé- 
rons d'abord la fonction 

y = arc sin a?, 

définie dans Tintervalle ( — 1, -f-1). Soit x\ un nombre compris 
entre — 1 et +1, et soit a?i = arc sin x\. On a 

a?; = sin a?,, et — ^<a?, <-|-^. 

Pour x:=zx\^ la fonction sin x admet une dérivée pon'ttv^ cosari : 
donc, pour a? = a?'„ la fonction y admet une dérivée 

i __ i 

cos Xi "" ^ i — a?|» ' 

Ainsi, sous la condition — l<a?<-hl, la fonction y admet une 
dérivée 

Lorsque m tend vers -t-1 ou vers —4, cette dérivée augmente 
indéfiniment. 
Considérons en second lieu la fonction 

y = arc cos «, 

définie dans Tintervalle (— i, -Hl). Soit x[ un nombre compris 
entre — \ et 4- 4 , et soit xx = arc cos x[. On a 

a?|= cosari, et 0<a?i<it. 

Pour X =: Xi, la fonction cos x admet une dérivée négative 
— sin Xi : donc, pour x =. a?/, la fonction y admet une dérivée 

i t 

— sin Xi "" — ^1 — a?;* * 

Ainsi, sous la condition — I<a7< + 1, la fonction y admet une 
dérivée 

i 



î/ = 



— /l — a?« * 

Cette dérivée augmente indéfiniment, quand x tend vers +4 ou 
vers — i . 
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Considérons enfin la fonction 

y = arctga?, 

définie dans Tintervalle (—00, -+-00). Soit œi un nombre quel- 
conque, et soit xi = arctgâp/. On a 

»i=tg«i, et — -^<«•|<■2• 

Pou^ co = œij la fonction ig a admet une dérivée positive 
i + tg' a;i : donc, pour a = a;/, la fonction y admet une dérivée 

1 _ i 

H-tg*rc, "" l4-a?.'«' 

Ainsi, quel que soit œ^ la fonction y admet une dérivée 



Soit u une fonction de œ définie dans Tintervalle (a, b) et y 
admettant une dérivée u' ; les fonctions de co 

sin u, cos u, tg u, arc sin u, arc cos u, arc tg u 
admettront, dans Tintervalle (a, d), les dérivées 

^ , . ^ , u' u' m' u' 

costiXw, — smwXtt, — 5— > , ^ , . ^ j 7— — =• 

* * cos» u ^1 — u* — v^i — M« 1+ U« 

A regard des fonctions arc sin u, arc cos u, il faut supposer que, 
pour les valeurs de x appartenant à Tintervalle (a, ô), u reste com- 
pris entre —1 et -hl. 
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• 1. Soit y la fonction égale à «"sin — pour a? :^ et à pour 

X 

X = 0. 10 Pour quelles valeurs de x est-elle continue? 2» Pour quelles 
valeurs de x a-t-elle une dérivée 7 3* Pour quelles valeurs de x cette 
dérivée est-elle continue ? 



• 3. Si un polynôme f(x) est divisible par (x — a)*, sa dérivée H^?) est 
divisible par (x — a)*-*. 

*3. Si on pose 

^0?) a k{x - a)*(a? - &)P . . . ^a? - 0\ 
Ir étant une constante, «, P, . . ., ^ des entiers positifs, on n 

' ^= I -f- ■- -f- • • • -f- . 



n 
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* 
4. Soit o(x) = L Y37J et y =tp( -j— — J . Calculer y ; pour- 
quoi le résultat est-il indépendant de a ? y^- to \) 

*5. Calculer les dérivées des fonctions C(j?), S{x), T{x) déûnies page34S, 
exercice 10. 

: 6. Calculer la dérivée de la fonction 2. — ■ 3i X ' 

arc sin 2x^{ — J?*; (^!1'7 ? \ rTï "2 

expliquer le résultat. V - \'' ^ ^i i — \ 

• * 7. Calculer la dérivée de arc tg i /2z:iïïL£ . 1_ 
u ^ V 1 -h sin Jc Z 

* 8. Calculer les dérivées des deux fonctions 

y = —L- r_^fiîif 5— arc te ( J^?EZ^R±\\ , 

y a^-b^ [a-i-ôcosj; v^^^^6^ ^ V"6T7ÏSiT" j J 

1 r g sin a; 2b / g — ft x \ l 

^- g«-fr«Lg-h&cosa: "" v/S^^^^ *''*^*^ VT^î'^^^TJJ ' 
et comparer les résultats. 

* 9. Calculer la dérivée m* de 

y = e*co«e X cos (0? sin 8). 

* 10. Calculer la dérivée de la fonction 
L- 

t/ -4-1? 

arc tg 1 

u et 17 étant deux fonctions de x qui admettent des dérivées u' et v*. Expli- 
quer le résultat. Z' • ■- :. ^ -. -^\ / ■ ' "' ,:?» 

* 11. Même question pour la fonction 

arc *in («V 1 — «* -f- iV 1 — i*') ♦ 

* 12. Soit <^p (x) le polynôme défini page 64, exercice 4. Soit P{x) un poly- 
nôme quelconque de degré p -h 1. Démontrer que ce polynôme P{x) 
peut se mettre sous la forme 

Xo, Xi, Xs, ..., Xp^i désignant des constantes convenables. 
Applications : P(a?) = (ay-h l)»^* et P(x) = a:'**, 

*13. Quelles sont les fonctions dont la dérivée est 2*: l» quand m est 
:?^ — 1 ; 2o quand m est égal à — 1 ? Distinguer, dans cette dernière hypo- 
thèse, le cas où X est positif de celui où x est négatif. 
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* 14. Quelles sont les fonctions dont la dériTée est 

aoûT ■+- «lar-* -4- • • • -f- a*, 
m étant.un entier positif ? 



IJJb, Déterminer un polynôme f(x) du 7® degré, sachant que f(x) -f- 1 
est divisible par {x — i)* et f{x)—i par {x-h\Y. Étudier la varia- 
tion de f{x) ; quel est le nombre des racines de Téquation f(x) = ? 

• 16. Quelles sont les fonctions dont la dérivée est f'{y) x y\ y étant une 
fonction connue de a? ? En particulier, quelles sont les fonctions dont la 

dérivée est -^ , y^j/ (m 96 — i ) ? 

Exemples : Trouver les fonctions îiyant pour dérivées 

X ,1 X Lx e^ 

t COtffd?, * -^ — 1 1 . 

X* -h a* xtx vû' -H a?' X i-he^ 



• 17. Trouver toutes les fonctions : 1» égales à leurs dérivées ; 2^ opposées 
k leurs dérivées ; 3° égales à leurs dérivées secondes ; 4» opposées à leurs 
dérivées secondes. 



III. — APPLICATIONS 



249. Il ne peut pas ôtre question de donner une règle générale 
servant à étudier la variation de n'importe quelle fonction. Voici 
simplement quelques indications auxquelles il faudra toujours se 
conformer. 

On commence par chercher dans quels intervalles la fonction est 
définie et continue : soit (a, b) l'un de ces intervalles. On cherche 
ensuite s'il n'est pas possible de reconnaître directement dans quel 
sens varie la fonction, a? croissant da a h b; c'est ce qui avait lieu 
dans les exemples simples étudiés dans les chapitres IV et V. Sup- 
posons qu'il n'en soit pas ainsi, et que la fonction admette une 
dérivée dans l'intervalle (a, b). On s'efforce alors de subdiviser cet 
intervalle en d'autres intervalles tels que, dans chacun d'eux, la 
dérivée ait un signe invariable ; dans chacun de ces intervalles par- 
tiels, la fonction sera, suivant les cas, ou croissante, ou décrois- 
sante. Il ne restera plus ensuite qu'à chercher les valeurs que 
prend la fonction pour les valeurs remarquables de a?, c'est-à-dire 
pour les valeurs de a? qui limitent les intervalles ainsi formés. 
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250. Problème. — Sur le diamètre AB limitant un demi-cercle 

de rayon R on prend un point C, et on élève 
CD perpendiculaire sur AB. Etudier la varia- 
tion de y = AC -h CD, en prenant AC = a? 
pour variable indépendante. 
On a 

y z=z x-h v'«^2R— x). 

n faut étudier la variation de cette fonction 
dans l'intervalle (0, 2R). Elle est la somme de deux termes dont 
Tun croît constamment et dont l'autre croît dans l'intervalle (0, R) 
et décroît dans l'intervalle (R, 2R). Elle est donc croissante dans 
l'intervalle (0, R). Pour étudier sa variation dans Tintervalle 
(R, 2R), formons sa dérivée 

R — a? _ /a?(2R— x)-'{x— R) 
v/a;(2R — a?) "^ ^a;(2R — x) 

a?i2R — a?) — (a? — R)* 



y'= H- 



V^a:(2R - x) [v^a7(2R — x);^- a? — R] 

Le dénominateur de cette fraction est positif dans l'intervalle 
(R, 2R). y' a donc, dans cet intervalle, le même signe que le poly- 
nôme 

f(x) = ar(2R — a?) — (a? — R}«. 

Or on a 

f(0) < 0, m) > 0, /•(2R) < : 

le trinôme f(x) admet donc deux racines distinctes, a-i et jj*, 
vérifiant les inégalités 

< a?! < R < a's < 2R ; 

il est positif dans l'intervalle (R, ara) et négatif dans Tintervalle 
(a?2, 2R) : donc la fonction y croît dans le premier intervalle et 
décroît dans le second. 

En résumé, on a le tableau suivant : 



X 



y 








x% 





croît 


y« 



maximum 



décroît 



2R 



2R 



L'équation f[x) = ordonnée est 

2a?2 — 4Ra?4-R* = 0. 
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On en tire 



., = R + »^ 




d'où î/2 = RCl-h/l"). 

Voici la ligne qui représente la 
variation de la fonction : on a pris 

OK = OH, 

FG = R, 

KL = R H- AF ; 

les tangentes en A et M sont paral- 
lèles à Ay , car y' devient infinie 
quand a? tend vers ou vers 2R ; 
enfin la concavité est toujours tournée 
vers les y négatifs, puisque 

est toujours négative. 

251. Étade delaloncUon y = A(a7 — a)(a7— ô)(a?— c)...(a7— A)(a?— /), 
A étant un nombre différent de 0, et <j, 6, c, ..., A, l des nombres 
distincts que nous supposerons rangés par ordre de grandeur crois- 
sante. 

Soit m le nombre des quantités a, b, c, ..., A, l. y est une fonction 
entière de degré m. Supposons, pour fixer les idées, A > 0. Quel 
que soit », la fonction y admet une dérivée 

y' = X(x— b)(x—c) . . . (a?— A}(a?— /) -h A(a; — a)(x — c) . . . (x—k){x — l) 

-h ... -\- k[x-' a)[x ^b)(x — c) ... [x—k). 

y' est un polynôme de degré m — i dans lequel le coefficient de 
af*-^ est mA. Il s'agit d'avoir le signe de y'. Pour cela, cherchons 
les racines de l'équation y' = ; elle équivaut à la suivante : 

114 11 



... 4- 



= 0. 



X — a X — b ' X — c ' ' ' ' ' X — k ' X — l 

Or nous avons reconnu dans le chapitre IV que cette équation 
admet m— 1 racines a?i, X2, ..., xm-i comprises respectivement 
entre a et &, entre 6 et c, ..., entre A et / : 

a<xi<b<Xi<c< ... <k< Xm^i < /. 
Donc on a 

y* s mA(x — Xi){x — x^) ... {x— Xm-i). 

Considérons les m intervalles (— oo,a?i), (xi, «a), ..., (a:„^.i, h- oc). 
Dans chacun d'eux, y' a un signe invariable. Si m est impair, y' est 
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positif dans le premier intervalle (car le nombre des facteurs négatifs 
de y' est pair), négatif dans le second intervalle, positif dans le troi- 
sième, . . ., positif dans le m«. La fonction y est donc croissante dans 
les intervalles de rang impair et décroissante dans les intervalles de 
rang pair. Pour x = Xp {p désignant Tun des nombres 1, 2, ..., 
m — 1), y passe par un maximum ou par un minimum; c'est un 
maximum si p est impair, un minimum si p est pair. Enfin y aug- 
mente indéfiniment par valeurs positives ou par valeurs négatives 
en même temps que x. 

En résumé, on a le tableau suivant, où yp désigne la valeur de y 
pour X ziz Xp : 



(m impair) y' 



X 


— oc 




X\ 


y' 




-4- 


yi 


y 


00 


croît 



décroît ya 




croît -H 00 



maximum 



mintm. mtntm. 



Voici la ligne représentant la marche de la fonction : 



Mi(x,,y,) 




^X^PrtyVÙ 



Mm-I(x»^J^H) 



Nous n'avons pas figuré l'axe des y. Les points A, B, C, . . ., K, L 
où la ligne coupe Taxe de^ x ont pour abscisses a^ b, c^ . . ., A, l. 
Aux points M;,(aj;>, y^), les tangentes sont horizontales. On voit que 
le nombre yp est positif ou négatif, suivant que p est impair ou 
pair. 

Si m est pair, la fonction y décroît dans les intervalles de rang 
impair et croît dans ceux de rang pair. Pour x =: Xp, y passe 
par un maximum si p est pair, par un minimum si p est impair. 
X augmentant indéfiniment, y augmente indéfiniment par valeurs 
positives. 

En résumé, on a le tableau suivant r 



X 



(m pair) 



oc 



-4- 00 



décroît ! 2/1 



Xi 

1 




X'i 


• • • 


Xm-i 


I 




H- 






-H 


yi 


croît 


ya 


ymr-i 


croît 



-+-X 



+ « 



minimum maxtm, mtmm. 
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Voici la ligne représentant la marche de la fonction : 



Mt(a?t.yi) 





Mi(J^j.yi) 



M»-i(J?*«-iiyj»-i) 



E 



B 



Ici le nombre yp est positif pour p pair, négatif pour p impair. 
Exemple. — Aux quatre coins d'une feuille de carton rectangulaire 

ABGD dont les dimensions sont AB = a, 
BC = ô (a < ô), on découpe des carrés 
égaux AEFG, BHIK, CLMN, DOPQ. Puis 
on relève les bords rectangulaires EKIF, 
HNMI, LQPM, OGFP jusqu'à rendre leurs 
plans perpendiculaires au plan FIMP. On 
forme ainsi une boite qui a la forme d'un 
parallélépipède rectangle; étudier la va- 
riation de son volume. 

Appelons œ le côté de Tun quelconque 
des quatre carrés, et y le volume de la 
boite. On a 

y = (a^ Zx)(b — 2x)x 





ou 



y = 4(._0)(«-f)(x-|) (0<|.<|). 
La dérivée 

y' = *(^-|)(^- 1") -^^^- f) -^^^- f) 

est un trinôme du second degré admettant deux racines distinctes 

xi et Xi comprises. Tune entre et -^» l'autre entre -x- et — • 

La fonction y de « est croissante dans l'intervalle ( — », a?,), 
décroissante dans l'intervalle {a?i, ajs), croissante dans l'intervalle 

(a?8, -hoo). Mais x ne peut évidemment varier que de à --; le 

tableau indiquant la variation du volume de la boite sera donc le 
suivant : 

n 



X 







0?, 


y 





croît 


yi 



décroît 







maximum 
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L'équation y* = ordonnée est 



On en tire 



3a;8 — (a -1- ô)a. 4_ Jî^ = o. 



a -f- ft — »/ a' -f- fr* — ab 
Xi = ■ 

* 6 



252. Etude de la fonction y = -n — d 3- Nous nous pla- 

cerons dans le cas général, c'est-à-dire que nous supposerons 
différents de les trois nombres R, a\ ab' — afb. Nous suppo- 
serons, en outre, pour fixer les idées, ab' — a'b > 0. 

Pour toute valeur de a? n'annulant pas le dénominateur, la fonc- 
tion y admet une dérivée 

¥{x) désignant le polynôme 

(a'«« -f- b'x -h c^){2ax -h ft) — {ax* -h &a? H- c)(2a'x-hb') s Aa?«-|- 2Bas-hC, 

avec 

A = ad' — a'^ B = ac^^a'c, C = bd — b'c. 

Cette dérivée a le môme signe que F(fl?). Or F(ap) a constamment le 
signe de A, c'est-à-dire le signe H-, si AC — B« est positif ; si 
AG— B* est négatif, le signe de Y{x) dépend de la valeur de «. 
Or AG — B' est égal à R. Nous sommes ainsi amenés à distin- 
guer deux cas : R > 0, R < 0. 

/«'■ Cas : R > 0. — On sait que, dans ce cas, 4a'c' — b'* est 
négatif. L'équation 

a'a?« -h &'a; -h c' = 

admet donc deux racines distinctes ; appelons a la plus petite de 
ces deux racines et ^ la plus grande. La fonction y est définie et 
conlinue dans les trois intervalles 

elle croit dans chacun d'eux, puisque sa dérivée est positive. 

X augmentant indéfiniment, y tend vers — 7-« x tendant vers a ou 

vers p, y augmente indéfiniment : car, R étant différent de 0, 
aucun des nombres a, p n'annule le numérateur de y. y saute 
de + <3o à — 00 quand x atteint et dépasse soit a, soit p. 

Voici le tableau résumant cette étude et la ligne représentant la 
variation de y : 
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ax* "hbx-k-c 
a'x* -\-bfx-^(! 
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œ 


OD 




a 




P 




+ 00 


y' 




-+- 






-+- 






-f- 


- 


y 


a 
a' 


croît 


4-00 


00 


croît 


-f-oo 


00 


croît 


a 
a! 




Nous n'avons pas figuré les axes de coordonnées. La ligne admet 

une asymptote A'A parallèle à Taxe des x et d'ordonnée —7-» et 

deux asymptotes B'B et C'C parallèles à Taxe des y et dont les 
abscisses sont a et ^. 

2* cas \ R < 0. — Alors Téquation F(a;) = admet deux racines 
distinctes; appelons xx la plus petite de ces deux racines et 00% la 
plus grande. Si x est plus petit que xi ou plus grand que a?2, le 
trinôme F(a-) est positif; si x est compris entre »i et a?s, il est 
négatif. 

Dans le cas présent, le nombre 4a'</— -ô'^ peut être positif, 
négatif ou nul. Nous subdiviserons donc ce cas en trois autres : 

i»4aV — &'*>0. Dans ce cas, le trinôme d'à?' 4- t'a? -h c* ne 
s'annule jamais, et la fonction y est continue quel que soit x. Elle 
est croissante dans l'intervalle ( — 00 , xi\ décroissante dans l'in- 
tervalle fa?i, a?2), de nouveau croissante dans l'intervalle (a?j, 4- 00 ). 

X augmentant indéfiniment, y tend vers —7-. Les valeurs de y 

pour X = xi et pour a? = a?2 sont respectivement : 



ax\ 



bxi 



En résumé, on a le tableau suivant : 



fljg j H- bxt -h c 



t^ 
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ce — 



00 




XI 




-h 




a 
a' 


croît 


Vi 



y -ir 



décroît 



x% 






4- 


yi 


croît 



00 



a 



mcuetmum 



mtmmum 



Voici la ligne représentant la marche de la fonction. 

Il n'y a plus qu'une 

B(x,.yO 



asymptote A'A d'équa- 




tion y = — T" Aux 
a 

points B(a:i, yi) et 
C{a?t, yt]y la tangente 
^(P^tM à la ligne est horizon- 

tale. 
Remarque. — On peut donner de yt et de yt des expressions plus 
simples que les précédentes. L'égalité ¥{xi) = s'écrit 

{a'x\ H- b'xi + (/){2axi -f- 6) = {ax\ -h 6a?i -h c)(2a'a7i -h ^j. 

Le nombre a'ai -H ^«1 H- & est différent de ; il en est de môme 
de 2a'xi -h b\ car si 2a'a;i + b' était nul, on aurait 

x, = ^-^, et par suite f(- ^) = 0, 

ce qui est faux, car on a 



^(- ^) = -■ éï- f"*' - '*'*^(*'''*^ - '''î < *• 



On a donc 



ax} 



bxi 



2axi 



c'est-k-dire 



afxl-^b^Xi-i-cf 2a'xf-hb^' 
2axi •+- b 



On trouve de même 



2aaj2 -f- b 



^' "" 2a'«i -h ô' 

Il est évident que yi est plus grand que ys. Vérifions-le par le 
calcul. On a 

_ ^ _ 2(ab' — db){Xi — xt) 
^* ^* "~ (2a'a;i -H e»')(2a'«j H- fr') * 

Le numérateur de la fraction qui compose le second membre, de 



a^x -t- 6x -♦- c , o . 
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cix^ + b'x 



mais 



cette égalité est négatif. Le dénominateur a le même signe que 

F(a?) ^ A(a? — a?i)(a? — «j), 
d'où 

F (--,) = A (2a'«, -h^')(2a'(r, + 6') ; 

Fl — r— ,| est négatif : on a donc bien y\ > y%. 

2o 4aV — 6'* < 0. Dans ce cas, le trinôme a'x'^ -f- Vm -t- c' 
s'annule pour deux valeurs distinctes de œ ; appelons a la plus 
petite de ces deux valeurs et ^ la plus grande. La fonction y est 
continue dans les trois intervalles 

(—00, a— e), («H-s, P — e), (P-f-E, -t-oo). 

Voyons comment a et ^ sont placés par rapport à Xi et x^. A cet 
effet, formons le résultant Ri des deux trinômes 

ka^ + 2Ba? H- C et a'x^ -h b'x -f- </. 

On a 

4R, = 4(AC — B«)(4a'c' — &'«) — (2Ac' + 2Ca' — 2Be>')«. 

En remplaçant A, B, G par leurs valeurs, on vérifie Tégalité 

Ac^ -h Ca' — B6' = 0, 
de sorte qu'on a 

Ri = R(4aV — ft'«). 

Ri est donc positif, et par suite on a, soit les inégalités 

a?i < a < 078 < p, 
soit leâ inégalités 

a < a?i < P < «s. 
Si Ton a 

la fonction y est croissante dans les intervalles (— oo, xi), 
(fl?j, p — s), (^-He, +00) et décroissante dans les intervalles 
(«1, a — e), (a + B, »j). X augmentant indéfiniment, y tend vers 

-7; X tendant vers a ou vers % y augmente indéfiniment, 

puisque R n'est pas nul. Lorsque x atteint et dépasse oc, y saute de 
— 00 à -h 00 ; lorsque x atteint et dépasse p, y saute de H- 00 à — 00. 

Gomme précédemment, le nombre F( — ^ j est différent de 

(mais cette fois, il est positiO, et par suite les valeurs yi et y% de y 



\' 
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pour a? = a?i et pour a; = a?» peuvent s écrire 



yt = 



2axi 



y« = 



2axi 



2a'«?i -h y ^' — 2a'a?a -4- ^ 

Enfin, F( — ^-r ) étant positif, on a, dans le cas présent, yi <ys. 



En résumé, on a le tableau suivant : 



X 


00 


-h 


Xx 


» 


a 




Xi 




P 




y' 


— 






— 


-+- 






4- 


V 


a 
7" 


crott 


décroît 


— 00 


-f-oo 


décrot't 


croU 


H-oo 


— oo 


crott 



-+-«0 



a' 



maximum 



minimum 



Voici maintenant la ligne représentant la marche de la fonction : 



B 



D(r,j 





E(«^i.yi) 



B' 



t' 



Trois asymptotes : A'A^y = -^V B'B(a? = a), CC{x 

points D(a;i, yi) et E(a;t, yt), la tangente est horizontale. 
L'hypothèse 

fournirait le tableau et la ligne que voici : 



= P). Aux 



X 


— oo 




a 


croît 


Xt 

yi 




? 




Xi 

y. 


croft 


y' 




-r 
croît 






— 






— 


y 


a 

a' 


-h 00 


^00 


décroît 


— 00 


-4-00 


décroît 



-h 00 



a 



maximum 



minimum 



i 
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B 



A' 



B' 



I 





^^i^Vi) 



C' 



39 40^ — y* = 0. Alors le trinôme o'a?* -hb^cc-hc* s'anDule 

h' 

pour une seule valeur de a?, — -^-7- La fonction y est donc 

continue dans les deux intervalles ( - » , — g \ , 

( — "2^ + E, -h » j . Maintenant le nombre Ff — ^ j est nul, 

de sorte que — -^ est égal à a?i ou à «2. 

Supposons d'abord — -g^ = a:, (-— < — _.\ Alors la 

fonction y est croissante dans les intervalles ( — » , g] . 

\ ' 2a' ) * 

(xt^ -h 00) et décroissante dans Tintervalle ( — -ô-rH-e, «jj^ . 
X augmentant indéfiniment, y tend vers -^. a? tendant vers 



"*W ^ augmente indéfiniment, car R est différent de 0; d'ail- 
leurs y augmente indéfiniment par valeurs positives. Enfin , pour 
X =. x%y y prend la valeur 

2ax% 4- h 

^* ~ 2a' xt -+- à' ' 
En résumé, on a le tableau suivant : 



X 



— oc 






b' 
2a' 




-+- 






a 
a' 


croît 


H- 00 


-Hoc 



y ir 



décroît 



Xi 




H-c» 




+ 




ya 


croît 


a 
a' 



minimum 
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Voici maintenant la ligne représentant la marche de la fonction 



B 




Les asymptotes A'A et B'B ont respectivement pour équation 

2a' 



» • 



y = -T » «^ = -"ôT'* ^" point C [xt, y»), la tangente est hori- 



zontale. 



L'hypothèse — — ^rzarg l — IT ^ "^9;?) donnerait le tableau 

et la ligne que voici (yi désigne la valeur de y pour ar = a?i ; on 
2axi + b 



a y» =Kr7 



2a'xi H- b 



')■■ 



œ — 



y 



y -zr 



00 




a-t 




-+- 




a 


croît 


yi 



— 


h' 
2a' 








-4-- 


— oc 


— 00 


croît 



œ 



décroît — oc — 



a 
a 



maximum 




EXERCICES 425 




EXERCICES 

\' ^ .. . ^ :• -> X- V,- / *' 

f* 1. On construit un carré de côté x^ puis, sur chaque côté de ce carré, 

'et extérieurement au carré, un triangle isocèle dont les côtés égaux ont 

pour Taleur p. Etudier la variation de Taire y de l'octogone ainsi formé. 

*S. Soit un demi- cercle AB de rayon R. On mène une demi-droite Az 

faisant avec AB un angle égal à a; la perpen- 
diculaire à AB menée par un point C situé 
sur AB rencontre le demi-cercle en D et la 
demi-droite en E. Etudier la variation de 
CD -f- CE, en prenant AG comme variable 
indépendante. 

*8. Etudier la fonction Ax^ ~ dor* — m, et conclure de cette étude le 
nombre des racines de Téquation Ax* — Zic* ^m =0. 

* 4. Etudier la fonction a?* -h |mc -♦- g, et conclure de cette étude le 
nombre des racines de Féquation rc* -+-pap-h g = 0. 



* 5. Etudier la fonction x^a — xy (a > 0, m et p entiers positifs). 

* 6. Etudier les fonctions 

{X — 2fix — 3){a? — 4), x{x — \)\x — 2)». 

•7. Etudier la fonction (a? — o)»(a? — 6)?{a? — c)^, où a, 6, e sont trois 
nombres différents et oc, p, y des entiers positifs. 

* 8. Etudier les fonctions 

2x* — a? -+- 1 3ar" -h 1 



2a?* — a?— i 2a:*-hl 

a?* — 8a? -h 2 4a?» — 12a? -♦- 21 



(a? — 4)« 2a?* — 6j? — 8 

*9. Soit a?'a?, y'y deux axes rectangulaires qui se coupent en 0. On 
considère un demi-cercle tangent à Of^ en et situé au-dessus de Ox, et 
un point A sur x'x (OA = a). Etudier la variation de la somme des 
distances d'un point du demi-cercle à Oy et au point A. 
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* 10. Etudier la Tariation de Taire y d'un trapèze isocèle dont Tune des 

bases est égale à 2a et dans lequel les deux 
côtés opposés non parallèles sont égaux à à, 
en prenant comme Tariable indépendante 
Fangle GAB. Démontrer que le trapèze maxi- 
mum est inscriptible dans un demi-cercle. 




A 2a B 

*11. Dans un triangle ABC, on connaît la base a, la somme s=^b-he 
et la différence d = & — c des deux autres côtés. On inscrit le cercle 
dans le triangle ABC ; on lui'mène la tangente B'C parallèle à BG ; on ins- 
crit le cercle 0' dans le triangle AB'G' ; on lui mène la tangente KC paral- 
lèle à B'C\ etc. Démontrer que le rapport d'im rayon au précédent est 
constant. Galculer, en fonction de a, s et d, la limite, pour n infini, de la 
somme des aires des n premiers cercles, et étudier la Tariation de cette 
limite lorsqu'on fait varier a, s ei d restant fixes. 



Développement en série de la fonction exponentielle < 



253. Considérons la série 

Nous allons démontrer : 1" qiLC cette série est convergente quel que 
soit m ; 2® que sa somme est égale à e*. 

Vérifions d'abord que, quel que soit a?, l'expression 7-^ tend 

vers zéro quand n augmente indéfiniment. Soit p le plus grand 
entier contenu dans la valeur absolue de os: p'<|«|</?H-4, 
et supposons n > p. On a 

a?" œJ* X os ^ ^ a X 

X-— rX— r-^X-X rX 



1.2. ..n 1.2. ..p P-+-I p-l-2 n — 1 n 

XX X . , 

Tous les facteurs r , ^ » . . . , r sont moindres que 

p-hl p-l-2 n — 1 

1 en valeur absolue ; on a donc 

\x^\ \XP\ ^^ \x\ 



1.2. ..n ^ i.2 ..^ n 

n augmentant indéfiniment, le second membre de cette inégalité 
tend vers 0, et il en est de môme a fortiori du premier. 

Ce point établi, démontrons que la série (1) est convergente quel 
que soit x et que sa somme est e*. Supposons d'abord x < 0. 
Alors la série est alternée, c'est-à-dire à termes alternativement 



r 
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positifs et négatifs. La fonction e* — i est négative pour ^ < : 
donc la fonction c* — *, dont la précédente est la dérivée, est 
décroissante dans l'intervalle (— oo , 0) ; et comme elle est égale 
à \ pour » = 0, elle est plus grande que 1 pour a < 0; autre- 

ment dit la fonction «•— -^ — l est positive pour î <0. Cette 

fonction est à son tour la dérivée de la fonction e* — -p-r r-, 

laquelle est par suite croissante dans Tintervalle (— oo , 0), et 
comme elle est égale à 1 pour j = 0, elle est inférieure à \ pour 
j < 0, et Ton a 

On conclut de là que la fonction e* — — r-^ — — décroît 

dans rintervalle {— 00 , 0), et que Ton a, pour toute valeur néga- 
tive de a , rinégalité 

"" 1.2.3 1.2 I *'^^- 

Et ainsi de suite. Dans ces inégalités, faisons z =z œ ; elles de- 
viennent, Sn étant la somme des n premiers termes de la série (1) : 

e»>Sj, c'<S3, ■e'>S4, 

Ainsi le nombre c est inférieur ou supérieur à Sn> suivant que n 
est impair ou pair. Donc, quel que soit n, les trois nombres Sn, e*, 

Sn+i sont rangés par ordre de grandeur, et le rapport -ç ^- 

est com'pris entre et i. Or Sn+i — Sn est le (n -+- !)• terme Wn+i 
de la série (1); on a donc 

I «* - Sn |< I Mn+l I ; 

lorsque n augmente indéfiniment, t/n+i tend vers zéro, et par suite 
S» tend vers une limite égale à e». C'est ce qu'il fallait démontrer. 
Le raisonnement suivi montre en outre que S» tend vers sa limite 
par valeurs alternativement supérieures et inférieures à c». 

2S4. Supposons maintenant a? > 0. Alors la série (1) a tous ses 
termes positifs. La fonction e' — 1 est positive en même temps 

que jf ; par suite la fonction e' — j- est croissante dans l'inter- 
valle (0, -f-oo), et, sous la condition a>0, on a e'— -r 1>0. 

1 

On conclut de là que la fonction e' — t-^ — -- est également 

1 .<6 1 

croissante dans l'intervalle (0, -i- 00 ), et que l'on a, pour a > 0, 
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rinégalité «'—7-9 — 7 — 1 > 0. Et ainsi de suite. Pour 5=0?, 

ces inégalités deviennent : 

c* > Sj, e* > Sa, .... 

Ainsi, quel que soit n, on a «^ > S». Ceci nous montre déjà que 

la série (I) est convergente et que sa somme est au plus égale à f. 

Maintenant, la fonction e* étant croissante, on a, pour toutes les 

valeurs de 1 inférieures à a?, l'inégalité c* — «»<0. Or «* — «• 

est la dérivée de la fonction «* — T ** ' ^^^^ dernière est donc 

décroissante dans Tintervalle (— oo , œ), et, comme elle est égale 
à 1 pour 7 = 0, on a, sous la condition < ^ <^ x, Tinégalité 

s s z 

e* — e* < 1 , ou e' r- e* — I < 0. La fonction e^ r- e» — 1 

11 1 

est k son tour la dérivée de la fonction c — t^ «* r- : cette 

1 • z 1 

dernière est donc décroissante dans Tintervalle (0, x)\ comme elU 
est égale à 1 pour « = 0, on a, sous la condition < s «^ a?, 
rinégalité 

c» ^^ — -r<l. ou «' — r^c* — -! 1 < 0. 

1.2 1 ' 1.2 1 

On démontrera de même que Ton a, sous la même condition, Une- 
galité 

1.2.3 1.2 1 ^ ' 

et ainsi de suite. Si on pose d*une manière générale 

*'^T"*"7:2'^TX3""*"""*" 1.2.3.^.<n-l) =?»(-^' 
on a, quel que soit n, sous la condition < « ^ « : 

''<'?"^*)-^ ..2.r...n ^- 
Pour « = «, cette inégalité devient 

c* < S» -H t4n+t«'. 

Ainsi, quel que soit n, on a 

Sn < tf* < S„ 4- Mn+ie», 

ou, ce qui revient au même, 

< ^ — Sn < Mn+l^*. 

n augmentant indéfiniment, tin+i^' tend vers zéro, et par suite S» 
tend vers une limite égale k «*. 



j 



DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE 429 

Ainsi, que x soit positif ou négatif, la série (1) est convergente 
et a pour somme e*. 



255. Il est dès lors facile de trouver une série dont les termes 
dépendent de a?, convergente quel que soit x, et dont la somme 
soit a' (a étant un nombre positif quelconque différent de i)» Il 
suffit de poser a* = «', d*où t = a?La. La série 

' i ' 1.2 ' i.2.3' "' 1.2.3 ...n' •• 
répond à la question. 



256. Le développement en série de la fonction exponentielle sert 
souvent à résoudre des problèmes tels que celui-ci : une fonction 
f[x) est définie dans un intervalle ayant pour limite inférieure a + e 
(ou pour limite supérieure a — e) ; que devient cette fonction 

lorsque x tend vers a? Voici un problème de ce genre : 

a' 
La fonction y =— r-> où n est une constante différente de zéro, 

et a une constante positive différente de 1, est définie dans l'intervalle 
(-f-e, -hoo). Que devient cette fonction, x tendant vers ou 
augmentant indéfiniment par valeurs positives? 

X tendant vers (par valeurs positives), a* tend vers 4, et «» tend 
vers ou augmente indéfiniment suivant que n est positif ou néga- 
tif : y augmente donc indéfiniment si n est positif et tend vers si 
n est négatif. 

Nous allons maintenant démontrer que, x augmentant indéfini- 

ment, — • tend vers si a est compris entre et i et augmente 

indéfiniment si a est supérieur à 1 . 

Supposons d'abord a > 1. Alors a' augmente indéfiniment 
quand x augmente indéfiniment par valeurs positives. Si n est 

négatif, «« tend vers 0; par suite — augmente indéfiniment. Si 

n est positif, a?« augmente indéfiniment comme a*, de sorte qu'on 

ne voit pas tout de suite ce que devient —^- Appelons p un entier 

quelconque supérieur à n ; tous les termes do la série ayant a* 
pour somme étant positifs, on a 

- ^ xP{La)P 

d'où 

a' xP-''{La)p 
a;" ^ 1.2. ..p ' 
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Le second membre de cette inégalité augmente indéfiniment par 
valeurs positives en même temps que a?, et il en est de même a for- 
tiori du premier. 

Si maintenant a est compris entre et i , a* tend vers quand x 
augmente indéfiniment par valeurs positives. Si n est positif, a^ aug- 
mente indéfiniment; par suite y tend vers 0. Si n est négatif, ap- 
pelons W sa valeur absolue; on a, en désignant par h Tinversede a: 

a' af*' 

^ ~" »«" " W 

If 
Or nous avons vu que — ;jr augmente indéfiniment en même 

os 

temps que x : donc y tend vers 0. 



Développements en série des ionctions sin x et cos x. 



267. Considérons les deux séries, Tune et Tautre alternée : 
(I) 1, — -:i_, • 



1.2 ' 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 



a;%n-% 



1.2...(2n — 2) 



(2) — , — 



i 1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 



(~«) 



1.2...(2n— 1) 

Nous allons démontrer : \^ qu'elles sont convergentes quel que soit 
x; 2° quelles ont pour somme, la première cos a;, la seconde sin a:. 
Nous nous servirons de ce fait que, quel que soit a?, leurs n**"*» 
termes Un et Vn tendent vers quand n augmente indéfiniment. 

Supposons a? > 0. La fonction 1 — cos z n'est jamais néga- 
tive et n'est nulle que pour 2 = %hit: donc la fonction ^ — sin^, 
dont la précédente est la dérivée, est croissante dans l'intervalle 
(—00, -h 00), et comme elle est nulle pour ^ = 0, elle est posi- 
tive pour j > 0. Cette fonction est à son tour la dérivée de 



*s 



-r-^ H- COS s, laquelle est par suite croissante dans l'intervalle 

(0, 4- ce) ; comme elle est égale à 1 pour ^ = 0, elle est plus 
grande que 1 pour ;» > 0, et l'on a 



cos « — i -h y-j > 0. 



»> 



On conclut de là que la fonction sin i — -^ — h ■ croît dans 

\ 1 . 4b. «5 
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rintervalle (0, ^- »), et que l'on a, pour « > 0, Tinégalité 

En reprenant le même raisonnement, on démontre, toujours sous 
la condition 2 > 0, Tinégalité 



z^ 3* 



puis rinégalité 



•-- rF + TX3T-'=«''''>»> 



z 5' *•» 



-+■ M ^ n L t- — sin ^ > 0, 



I 1.2.3 • i.2.3.4.5 

et ainsi de suite. Écrivons ces inégalités pour z = Xy en appelant 
Sn la somme des n premiers termes de la série (1) et In la somme 
des n premiers termes de la série (2) : 

cos a? — Sî > , sin a? — 22 > 0, 

S3 — cos a? > 0, 2, — sin a? > 0, 

cos a? — S* > , sin a? — Si > 0, 

etc. Ainsi cos ce est inférieur ou supérieur à Sn, suivant que n est 

impair ou pair. De même, sin œ est inférieur à Sn pour n impair, 

supérieur à Sn pour n pair. Les deux rapports 

cos a? — Sn . sin a? — Sn 

Sn+l '~~ Sn 2n+l — 2n 

sont donc compris entre et 1, et Ton a 

I cos a? — Sn I < I «n+l I , 

I sin a? — Sn I < I t?n+i | . 
Ces inégalités, établies pour toute valeur positive de a;, subsistent, 
comme on le voit aisément, lorsque x est négatif. Lorsque n aug- 
mente indéfiniment, un+i et Vn+i tendent vers zéro ; par suite Sn 
tend vers cos a; et In vers sin x. En outre, chacune de ces sommes 
tend vers sa limite par valeurs alternativement supérieures et infé- 
rieures à cette limite. 



DéTeloppement en série de la fonction logarithmiq^xe. 
2S8. Considérons la série 

avec 

a? op* ,.._.«** 



n-l 



«i=-7-> «2 = 5-, ..., tin = (— i) 

12 n 

Nous allons démontrer sous la condition — l<a'<-|-l: 1» que 
cette série est convergente ; 2^ que sa somme est L(l + â?) . 
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Remarquons d'abord que, sous la condition | « | ^ 1 , le terme 
général iin tend vers quand n augmente indéfiniment. Car t*n 

est en valeur absolue inférieur ou égal à — , qui tend vers . 

Désignons par S» la somme des n premiers termes de la série 
(1), et par 9n(z) le polynôme obtenu en remplaçant, dans Su, » 
par z : 

Supposons d'abord a? > 0. Alors la série (1} est alternée. Le 
polynôme 

a pour dérivée 
On a donc 

1 gn 



-^'n(«) = (-l)n 



3-h 1 ' Z -hi 

Z étant supposé > — 1, — ©„(«) est la dérivée de la fonc- 



tion y = L(i -h*) — çn(«). Si z est positif, cette dérivée est posi- 
tive pour n pair, négative pour n impair. Donc, pour n pair, la 
fonction y est croissante dans Tintervalle (0, -h»), et, comme 
elle est nulle pour -i = 0, elle est positive pour * > 0. Si au 
contraire n est impair, la fonction y est décroissante dans Tinter- 
valle (0, -h oo), et par suite négative pour j > 0. En appliquant 
ces résultats à ^ = a;, et remarquant que 9n{os) est égal à Sn, on 
voit que Ton a : pour n pair, L(l-|-a7)> Sn; pour n impair, 
L(l +07) < Sn. Par suite, quel que soit n, les trois nombres S», 
L(l H- a;), Sn+i sont ranges par ordre de grandeur, et le rapport 

L(i -ho?) — Sn 
Sn-f 1 ""• Sn 

est compris entre et 4. On a donc, pour »> 0, 

I L(l4.«)-.Sn| <|«n+l I . 

Supposons maintenant < a? -«^ 4- i ; alors, n augmentant indé- 
finiment, Un+i tend vers zéro, et par suite S» a pour limite 
L{1 + a?). De plus, Sn tend vers sa limite par valeurs alternative- 
ment supérieures et inférieures k cette limite. 
En particulier, la série 

1 i . i i 



T' ""Y' "^y ""T 



a pour somme L2. 
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259. Supposons en second lieu — 1< a? < 0. Alors tous les termes 
de la série (1) sont négatifs. On a, comme on sait, 



La fonction y = L(l 4- ;î) — <Pn(«), définie dans l'intervalle 
(— IH- e, + 00 ), a donc, pour ^ < 0, une dérivée positive quel 
que soit n; donc, quel que soit n, la fonction y est croissante dans 
rintervalle (— H-e, 0); comme elle est nulle pour « = 0, 
elle est négative pour ^<0, et Ton a, sous la condition 
— 4 < a<0: 

L(l 4- 5) - «pn(^) < 0. 

Pour -» = «?, cette inégalité devient 

S„>L(H-a?). 

Or Sn décroît quand n croît : donc S» tend vers une limite au 

moins égale à h[i h- œ). 

\ 

Maintenant, la fonction ■:-- — étant décroissante dans Tinter- 

4 H- j 

valle (— IH- e, -h 00 ), on a, sous la condition x > x, Tinéga- 

1 1 

lité -: < ■: » d'où Ton conclut , en supposant en outre 

a< 0: 

Or t/ — (— 1)" i est la dérivée de la fonction 



(n-|-l)(l-ha?)' 

cette fonction est donc décroissante dans Tintervalle (a?, 0), et, 
comme elle est nulle pour -? = , on a , sous la condition 
âî "< j < 0, l'inégalité 

î' (n4-l)(l + «)^ 
Pour j = 0?, cette inégalité devient 

4 -H a? 
Ainsi, quel que soit «, on a 

S„>L(i-+-a;)>S„-+-:i^, 

1 -f-a? 

et par suite 

0>L(H-a?)-S„> -^, 

1 -+-a? 



< S„ — L{H-a?)< 



1 +flc ' 

COR BT RIEM. — • TRAITÉ D'aLGABRE 28 
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n augmentant indéfiniment, "7 "^^ tend vers zéro, et par suite 

Sn tend vers L(l -+-»). 

Ainsi, pour — 1 < a? < H- I, la série (1) est convergente et a 
pour somme L(l-|-a?). 

i60. Nous pouvons maintenant expliquer comment on est par- 
venu à calculer d'abord les logarithmes népériens, puis les loga- 
rithmes vulgaires des différents nombres entiers. 

Considérons les deux séries 

a? 07* a?* AT* 



\ ' 2*3* 4 * 

X a?* a?' a?* 

i ^2 3 ' ^ 4 

toutes deux convergentes sous la condition — l<aî<-4-l, et 
ayant pour sommea respectives L(l -4-«îj et — L(l —a?); la série 

2a7 2073 2a?5 Sa;"' 
(I) ■^, —, -^, —, . ., 

que Ton obtient en additionnant les termes de même rang des deux 
séries précédentes, est convergente sous la môme condition 

— 1 <«<-l-l 
et a pour somme 

1 + a; 

L(l -ha?) — L(l — œ) ou L 

Cela posé, soit n un nombre entier positif quelconque ; posons 

i H-a? n-f-1 
1 — a?~ n ' 

de cette équation on tire a? = , valeur positive et moindre 

i 
que l.Dans la série (1) remplaçons a? par ; nous .obtenons 

la série 

2 2 2 2 

^^^ 2n-f 1* 3(2n -h 1 )« ' 5(2n-|-i)*' 7(2n -f- 1 )' ' 

) ou L(n-|-1) — Ln. 

Cette série (2) permet de calculer de proche en proche les loga- 
rithmes népériens des différents nombres entiers. Faisons-y d'abord 
n = \ ; nous obtenons la série convergente 

— ^ ^ ^ 

3 ' 3X35' 5X3»' 7X3'' 

dont la somme est L2. Faisons maintenant n = 2; nous obte- 
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nons la série convergente 

A 2 2 2 

5 ' ax5»' 5X5»^' 7X5^' 

dont- la somme est L3 — L2 ; de sorte qu'en ajoutant cette somme 
à L2, on trouve L3. Et ainsi de suite. 

Pour transformer la série (2) en une série qui permette de cal- 
culer les logarithmes décimaux des différents nombres entiers, il 
faut commencer par calculer le module M du système décimal. Or 

1 1 

on a M = =— TT = - ^ . ,., » de sorte que tout revient à calculer 
LIO L2 H- L5 ^ 

L5. Pour cela, faisons n = 4 dans la série (2) ; nous obtenons 
la série convergente 

L 2 2 2 

9 ' 3X93* 5X9« ' 7X9^ ' "' 

dont la somme A est égale à L5 — L4 ou à L5 — 2L2. On a 
donc 

L5 = 2L2 + A, et par suite M = -^r-r r- • 

On a maintenant, quel que soit l'entier positif n, 

log n = MLn : 

si donc on multiplie par M les termes de la série (2), on obtient la 
série convergente 

,^, 2M , 2M 2M 2M 



2n-+-l 3{2n-M)5 5(2nH-l)S 7(2» -f- 1)7 

dont la somme est log (n + 1) — log n. Pour n = 1 , cette série 
a pour somme log 2; pour' n = 2, elle a pour somme 
log 3 — log 2, et servira par suite à calculer log 3; et ainsi de 
suite. 

C'est au moyen de ces séries que l'on a dressé les tables dont 
nous avons expliqué l'usage dans le chapitre V. • 



Développemexit en série de arc tg x. 



261. Considérons la série, alternée quel que soit x : 

(i) ± _^ ^fl _£L {-'\\^-^ *"""* 



I ' 3 ' ^ 5 ' 7 ' •" ' ' 2n— i ' ••• 

Nous allons démontrer, sou^ la condition | a: ( ■< 1 : !<> qu>e cette 
série est convergente ; 2<» que sa somme est arc tg x. Remarquons 
d'abord que, pour | a? | *^ 1, le n**'"« terme «« de la série tend 
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vers quand n augmente indéfiniment. Appelons maintenant Sn la 
somme des n premiers termes, et ^(z) le polynôme 

« X^ Z^ Z^ Jl*""* 



T 3 5 1 ^ ' 2n — 1 

Supposons a;>0. On a 

,p;(;,) - 4 _ ,s 4. j4 - a» + ... H- (- l)«-iî«n-î - ^ _,»_| ' 

et par suite 

5«-f-i 'r'»^'^- ^«4-1 

La fonction —5 — r- — - oî,(*) est la dérivée de la fonction 

y = arc tg « — on(«). Quel que soit ^, cette dérivée est positive 
pour n pair, négative pour n impair. Donc, pour n pair, la fonc- 
tion y est croissante dans l'intervalle (—00, -Hoo); comme elle 
est nulle pour ^ = 0, elle est positive pour s>0. Si au con- 
traire n est impair, la fonction y est décroissante dans l'intervalle 
(— oc , -f- 00 ), et par suite négative pour z>0. En appliquant 
ces résultats k s = Xy on voit qu'on a : pour n pair, arc tg « > S« ; 

pour n impair, arc tg a? < S». Par suite, le rapport — «— ^ — ^Ç — 

est compris entre et i, et on a l'inégalité 

I arc tg a? — S» I < I w«+i | 

qui se trouve établie pour toute valeur positive de a?, et qui reste 
vraie pour a? négatif, comme il est aisé de le voir. 

Supposons maintenant | a? | >< i ; alors, n augmentant indéfini- 
ment, un+i tend vers 0, et par suite S« tend vers arc tg x. De plus, 
Sn tend vers sa limite par valeurs alternativement supérieures et 
inférieures à cette limite. 

En particulier, la série 

1 4.1 i 



I'~^y A > I », ' I» » • • • 

S 5 / 

a pour somme arc tg i ou -t-* 

Comme application, on peut former une série dont la somme 
est oc. On part de Tégalité, facile à vérifier, 

7c = 1 6 arc tg — - 4 arc tg gl^ ; 
les deux séries 

11 __16_ i6 16 

5 ' 3X53' "*"5X5»' 7X5"'' 

4 4 4 4 

239* 3x2393' "^5X239^' ""7X239'' 
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ont respectivement pour somme 16 arc tg —- et 4 arc tg — ; la 

série que Ton forme en retranchant de chaque terme de la première 
le terme de même rang de la seconde aura pour somme tz. 



Étude de quelques fonctions transcendantes. 

262. Fonction y =z x'. Cette fonction est définie dans Tinter- 
valle (-he, -hoo) et admet, comme nous Tavons vu, la dérivée 

y' = œ'(Lao + I) = y(Lx + i). 

Cette dérivée a le même signe que La;+1 ou L(eœ]; ce signe 

dépend de la position de eœ par rapport h \ . Pour a? < — » eœ 

c 

est plus petit que 1, et L(ex) est négatif; pour a?> — » L(eœ) est 
positif. La fonction y est donc décroissante dans Tintervallc 
(-4-6, — j et croissante dans l'intervalle (— »-*-ooj. 
Pour voir ce que devient y quand œ tend vers zéro ou augmente 

indéfiniment, écrivons y = e x augmentant indéfiniment, 

Lûo augmente indéfiniment par valeurs positives, et il en est de 
même de y. Faisons maintenant tendre œ vers par valeurs posi- 
tives. La? augmentant indéfiniment par valeurs négatives, on ne 
voit pas tout de suite ce que devient le produit xLx. Posons 
La? = — «, d'où «? = «-<; t augmente indéfiniment par valeurs 



positives quand x tend vers 0. On a xLx = 



— « 



or ce rapport 



tend vers lorsque t augmente indéfiniment par valeurs positives, 

puisque le rapport --- augmente indéfiniment. Donc enfin e 

tend vers e®, c'est-à-dire vers 1 . 
Voici le tableau qui résume cette étude : 



X 







!/. 




— 


y 


1 


décroît 



_1^ 

e 



iiï 



minimum 




croît 



4- 00 



00 
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Voici maintenant la ligne qui représente la variation de y. La 

longueur OA est égale k i, et le point B 

a pour coordonnées — et ( — j ; en ce 

point la tangente est horizontale. Cette ligne 
donne lieu aux remarques suivantes . x aug- 
mentant indéfiniment, y" augmente indéfini- 
ment : la tangente en un point de BG tend 
donc à devenir parallèle à Oy lorsque ce 
point s'éloigne à Finfini. x tendant vers (par valeurs positives], 
y* augmente indéfiniment : cela prouve qu'en A la ligne est tan- 
gente à Oy. Enfin, si nous formons la dérivée seconde de la fonc- 
tion y, nous trouvons 

y" = y^(La?-|-l) -H -J- = y(L«-^ *)* + "|-» 

résultat essentiellement positif : la ligne ne cesse donc pas de tour- 
ner sa concavité vers les y positifs, f/r « (•"*"* '. 

Fonction y = ( l -i ) • Cette fonction est définie dans les 

deux intervalles (—00 , — - 1 — e), (-h s, -f- 00 ) ; en récrivant 

y = e', avec a = a?LH H j> 

nous avons vu qu'elle admet la dérivée 

Cette dérivée a le môme signe que V. La fonction s' est définie 
dans les mômes intervalles que la fonction y et admet la dérivée 

1 



-» 



■ 1 ^(a7-hl)« " x{x-hi)^ ' 

X 

qui a le signe de — x. La fonction s' est donc croissante 
dans l'intervalle (— 00 , — 1 — e) et décroissante dans Fintervalle 
(-4-e, -h 00); comme elle tend vers quand x augmente indé- 
finiment, elle est positive quel que soit x. Donc enfin la fonction y 
croît dans les deux intervalles (— 00 , — 1 — e), (-+- e, h- » |. 

X augmentant indéfiniment, nous savons que y tend vers «. 
Nous voyons que y tend vers e par valeurs supérieures au inférieures 
à 0, suivant que x augmente indéfiniment par valeurs négatives ou 
par valeurs positives. Pour voir ce qui arrive quand x tend vers — i 
ou vers 0, écrivons y sous la forme e*. x tendant vers — i (par 

valeurs inférieures à —1), LMH j augmente indéfiniment 
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par valeurs négatives : > augmente donc indéfiniment par valeurs 
positives, et il en est de même de y. x tendant vers (par valeurs 

positives], L 1 1 H ) augmente indéfiniment par valeurs posi- 
tives, et l'on ne voit pas tout de suite ce que devient le produit 
«Lfl + i-V Mais écr 



œL(l+-i) = xL-^i^ = icL(ï; 



-*)- 



«Le; 



quand x tendversO, a:L(a: + l) tend évidemment vers 0, etnous 
avons vu précédemment qu'il en est de même de «L». Le produit 

aiL 11 H — \ tend donc vers 0, et y tend vers i. 

En résumé, on a le tableau suivant : 



m 


-* 




-1 


y' 




+ 




y 


e 


croit 


+ 06 








+ 00 




-H 




1 


croU 


« 



Voici maintenant la ligne représentant la marche de la fonction : 
Cette ligne admet pour 
asymptotes la droite C'C, 
d'équation y = e, et la 
droite AD , d'équation 
a; =: — 1 . La loogueur 
OB est égale k l. « ten- 
dant vers par valeurs 
augmente in- 

'' A ^ définiment ; on conclut 

de là que la ligne est tangente en B à Oy. 




PonctioD y = - 



I étant une constante différente de 0, et 



a une constante positive différente de i. 

Cette fonction est définie et continue dans l'intervalle (+ e, -»- oo ). 
Ses deux termes sont essentiellement positifs. Dans l'étude de sa 
variation, nous distinguerons deux cas: n positif, n négatif. 

Supposons d'abord » positif. Alors «" croit en même temps que 
«. Si a est compris entre et l, a* décroît quand j: croit : la 
fonction y est donc décroissante. Nous avons vu d'ailleurs qu'elle 
augmente indéfiniment quand œ tend vers et qu'elle tend vers 
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quand a? augmente indéfiniment. La marche de la fonction est 

représentée par la ligne ci-contre. 

Si maintenant a est supérieur à 1, les 
deux termes de la fraction vont en croissant, 
et Ton ne voit pas tout de suite dans quel 
sens varie y. Mais la fonction admet une dé- 







rivee 



a» 



y'= ;?nT(*La~-n). 



a?"+ 



Cette dérivée est négative pour x < -= — et positive pour 
«?>-= — La fonction y est donc décroissante dans Tintervalle 



Elle 



(-+-£, -5 — j et croissante dans Tintervalle (^ — i -f-aoj. 

augmente indéfiniment, que x tende vers ou augmente indéfini- 
ment. 

En résumé, on a le tableau suivant : 



X 







-f- (X 



décroît 



n 

La 



yi 



minimum 



croît 



-+-0O 



oc 



Voici la ligne représentant la marche de la fonction : 

Le point A de cette ligne a pour coor- 
données -= — et 
La 

A. / La \» / «La \«. 
y. = a*x(— ) =(— )' 

la tangente en ce point est horizontale. 
Supposons maintenant n négatif. 

Alors la fonction «* est décroissante ; 

pour a > î, la fonction a* est crois- 
sante, et par suite la fonction y = ^ est également croissante. 
Elle tend vers et augmente indéfiniment en même temps que 
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X. La marche de la fonction est représentée par la ligne ci-contre. 

Si a est compris entre et 1 , les deux 
termes de la fraction vont en décroissant 
quand as croît, et il faut avoir de nouveau 

recours à la dérivée y' = ---: {xLa — n). 




a,n+i 



n 



Cette fois, elle est positive pour a; < — 
et négative pour a;>r- : la fonction y 

est donc croissante dans Tintervalle ( -*" ^> r~ ) g^ décroissante 

dans l'intervalle (j— , 4-oo j- Elle tend vers 0, que x tende 
vers ou augmente indéfiniment. On a donc le tableau suivant : 



X 





• 


n 
La 




H- 00 


y' 




-h 




— 




y 





croît 


yi 


décroît 






rncunmutn 



y 




Voici la ligne représentant la marche de la fonction : 

Le point A de cette ligne a pour 

coordonnées r— et yi = ( — ^ j ; 

la tangente en ce point est horizon- 
tale. A Torigine, la ligne est tan- 
gente k Ox ou à Oy, suivant que 
n -♦- 1 est négatif ou positif ; car, x 
tondant vers 0, y' tend vers si 
n-h 1 est négatif et augmente in- 
définiment si n + 4 est positif. Nous avons supposé sur la figure 
» 4- 1 < 0. 

Nous n'avons étudié la fonction précédente que dans l'intervalle 
(-h E, -+-00 ), parce que nous avons laissé n tout à fait quelconque ; 

mais si n est égal à ~ , p et ç étant deux entiers premiers entre 

eux, la fonction est définie aussi dans l'intervalle (— ao , — e], 
pourvu que q soit impair. 
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EXERCICES 



*1. TrouTer pour les fonctions C(x)^ S{x) définies page 348, exercice 10, 
des développements analogues à ceux qui ont été donnés pour cos x et sin x. 

*2. Démontrer que, sous la condition | 2; | «^ I, la fonction 

1 

â; arc tg â; — — • L(l -h a?*) 

est la somme d'une série de la forme 

a«, diX, OtâP^i .... 



* 3. Même question pour la fonction Lw 

V 1 —X 



*4. Trouver les bases des systèmes de logarithmes dans lesquels un 
nombre peut être égal à son logarithme, en employant Tun des procédés 
suivants : 

1* On étudiera la fonction x — log«x ; et l'on cherchera la condition 
pour qu'elle puisse devenir nulle. 

X 

2^ On étudiera la fonction -; « et Ton cherchera la condition pour 

logafl? 

qu'elle puisse devenir égale à l'unité. 

30 On étudiera la fonction (tf — x; et l'on cherchera la condition pour 
qu'elle puisse devenir égale à zéro. 

a* 
40 On étudiera la fonction î et l'on cherchera la condition pour 

X 

qu'elle puisse devenir égale à l'unité. 
*6. Examiner si l'équation 

peut admettre une autre solution que x = m* 
On met facilement cette équation sous la forme 

Lx Lm 



X m 

Lx 

On répondra donc à la question en étudiant la fonction et en cher- 

X 

chant si cette fonction peut prendre deux fois la même valeur pour des 
valeurs différentes m et a; de la variable. Birtrand. 
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I * 6. Etudier les fonctions 
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*7. Etudier la fonction -25i£. , n étant une constante différente de et 
a une constante positive différente de i. 



* 8. Etudier les fonctions 



1 -hX^lX 



t (iH-ar)' 



9. Trouver la limite, pour x inflni,dela fonction (a? -h 1) —a? 
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263. Théorème I. — Le produit de n nombres variables assu- 
jettis uniquement à rester positifs et à avoir une somme constante 
est le plus grand possible quand ces nombres sont égaux. 

Appelons Xi, a?s, •••, x» les n nombres variables, assujettis 
uniquement aux conditions 

(1) ari>0,a:i>0, ..., x„> 0; Xi-f-x^H -f-ar« = na, 

a étant un nombre positif donné. Leur produit 

est une fonction de n — 1 variables indépendantes : car on peut 
prendre pour Xs, . . ., x» des valeurs quelconques x't, ...» o^n» 
positives et de somme moindre que na^ puis, pour Xi, la valeur 
na — (x'jH h xi). Parmi les systèmes de valeurs que peu- 
vent prendre Xi, xi, . . ., x„, il y en a un et un seul composé 
de valeurs toutes égales : c'est le système 

(2) Xi = Xt = • • • ^ Xm = a ; 
la valeur correspondante de P est a". Soit 

y^J Xf = Xj, Xs = X|, • • • 9 '^n ^^ ^n 

un système de valeurs vérifiant les conditions (1) autre que le 
système (2), et soit 

Le théorème consiste en ce que F est forcément moindre 
que a". 
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Parmi les valeurs constituant le système (3), il y en a néces- 
sairement une' qui est supérieure à a, car si Ton avait 

comme on n'a pas à la fois 

on aurait 

^1 + -^j + ••••+■ ^îi < «û, 

ce qui est faux. De même» parmi les valeurs constituant le sys- 
tème (3), il y en certainement une qui est inférieure à a. Soit 

Xi = a -h e, X,' = a — ï}, avec e > 0, <C ^ < û- 

Parmi les systèmes de valeurs que peuvent prendre ari, Xj, ---jX» 
se trouve le système suivant : 

(4) Xi = a, Xj = a-*-£ — îî, x^ = x^, ...,x„ = x'«: 

car les valeurs composant ce système sont toutes positives et 

ont une somme égale à xi-ha^in h x^, c'est-à-dire à 

na, La valeur correspondante 

du produit P est supérieure à F, car le produit 

a(a-\- t — Ti) = a*^a{€, — tj) 
est supérieur au produit 

(a -i- e) (a — ï)) = a* -i- a (e -7- ïi) — eij. 

Enfin il y a dans le système (4) au moins une valeur égale à a 
de plus que dans le système (3). • 

Si toutes les valeurs composant le système (4) sont égales à 
a, le théorème est démontré, car alors P* est égal à a", et P est 
inférieur à a". S'il n'en est pas ainsi, opérons sur le système (4) 
comme nous venons d'opérer sur le système (3) : nous forme- 
rons un nouveau système (5) de valeurs vérifiant les condi- 
tions (1), auquel système correspondra une valeur P" de P 
supérieure à F, et qui renfermera au moins une valeur égale 
à a de plus que le système (4). Si toutes les valeurs composant 
le système (5) sont égales à a, le théorème est démontré, car 
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alors V" est égal à a», et l'on a F < F < a». S'il n'en est 
pas ainsi, nous recommencerons la même opération, et nous 
finirons par arriver ainsi au système (2) ; et comme, à chaque 
fois, la valeur du produit P augmente, sa valeur initiale F est 
certainement moindre que sa valeur finale a". 

Corollaire. — Quand n nombres positifs ne sont pas égaux ^ 
leur moyenne géométrique est moindre que leur moyenne arith- 
métique. 

Appelons, en efi*et, a/^, ari, ...,04 ces n nombres positifs, et 
soit a leur moyenne arithmétique, de sorte que l'on a 

a:', -h Xj -f- • . . -^ x'n = na. 

Considérons le produit P = X|X2...ar„ dont les facteurs sont 
assujettis à satisfaire aux conditions 

a?, > 0, Xj > 0, . . , x„ > 0; Xi -h Xa H — . -+- x» = na. 

Parmi les systèmes de valeurs satisfaisant à ces conditions se 
trouve le système xi, xj, ..•, x{,. Et comme les valeurs com- 
posant ce système ne sont pas toutes égales, on a, en vertu du 
théorème précédent : 

XjXj • • • Xu ^^ a , ou JXtX^ • , . Xfi *^ ^^-^^— _^— — ^— — — • 

n 

c'est ce qu'il fallait démontrer. 

Application. — De tous les parallélépipèdes rectangles ayant 
même surface 2S, quel est celui qui a le plus grand volume? 

Appelons x, y, z les nombres qui mesurent les dimensions 
variables d'un parallélépipède rectangle de surface 2S. Ils sont 
uniquement assujettis à être positifs et à vérifier la relation 

yz -\-zx -hxy = S. 

Le volume Y a pour mesure xyz. Posons 

(i) X = j/2, Y = zx, Z = xy. 

Les nombres X, Y, Z sont assujettis à rester positifs et à vérifier 
la relation 

X-hY + Z = S; 

ils ne sont d'ailleurs assujettis à aucune autre condition^ car, 
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si X, Y, Z sont positifs, les équations (1) donnent pour x^ y, z 
les valeurs positives 

./YZ /Hî /TY 

Si Ton remplace x, y, z par ces valeurs dans l'expression de Y, 
on trouve 

V = v/OTZ. 

Or le produit XYZ est le plus grand possible pour 

X = Y = Z = -s- » ou pour X = y =z z = y -«- • 

C'est à ce même système de valeurs de a*, t/, z que correspond 
la plus grande valeur de V. Ainsi, de tous les parallélépipèdes 
rectangles ayant même surface, celui qui a le plus grand volume 
est le cube. 

On démontre d'une manière analogue que, de tous les trian- 
gles qui ont même périmètre, celui qui a la plus grande surface 
est le triangle équilatéral. 

264. Théorème II. — La somme de n nombres variables assu'- 
jettis uniquement à rester positifs et à avoir un produit constant 
est la plus petite possible quand ces nombres sont égaux. 

Appelons Xi, x^, ...,x„ les n nombres variables, assujettis 
uniquement aux conditions 

(1) xi>0, X, >0, ..., x„>0; xix,... Xn=-a», 
a étant un nombre positif donné. Leur somme 

S = Xi -h Xj -h • • • -+- x„ 

est une fonction de n — 1 variables indépendantes. Parmi 
les systèmes de valeurs de xi, X2, • • •, Xn satisfaisant aux condi- 
tions (1), il y en a un et un seul composé de valeurs toutes 
égales : c'est le système 

(2) opi = Xj = • • • = Xn = a; 
la valeur correspondante de S est na. Soit 

[o) X| = X|, Xj == X29 •••5 *^n -^ '^n 
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un système de valeurs vérifiant les conditions (1) autre que le 
système (2), et soit 

S = af^-hxi-i -h x'„. 

Nous allons montrer que S' est supérieur à na. 

En effet, les nombres positifs x[^ or^ , . . . , x„' n'étant pas tous 
égaux, leur moyenne arithmétique surpasse leur moyenne géo- 
métrique. On a donc 

a?; 4-ar^2H +x;, ^-j-, -^ 

n 
ou 

S' > na. 

Application. — De tous les parallélépipèdes rectangles ayant 
même volume V, quel est celui qui a la plus petite surface ? 

Soit X, y, z les nombres mesurant les dimensions variables 
d'un parallélépipède rectangle de volume V. Ils sont unique- 
ment assujettis à être positifs et à vérifier la relation 

xyz = V. 

La surface S du parallélépipède a pour mesure 

2(j/i -h zx-hxy). 

Si nous posons de nouveau 

X = j/s, Y = zxy Z = xy, 

d'où 

. / YZ ^ /"ZX . /"XY 

nous voyons que les nombres X, Y, Z sont uniquement assu- 
jettis à rester positifs et à avoir un produit égal à V^ D'ailleurs 
on a S = 2(X-hY + Z). Or la somme X + Y-hZ est la 
plus petite possible pour 

X = Y = Z = VV'S ou pour x = y = z = VV. 

C'est à ce même système de valeurs de x, t/, z que correspond 
la plus petite valeur de S. Ainsi, de tous les parallélépipèdes 
rectangles ayant même volume, celui (jui a la plus petite sur- 
face est le cube. 

COR ET niEM. — tra:tl: o'algkbre 29 



>. 
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265. Théorème III. — Considérons le produit 

où mi, 7112, ...,mp sont des entiers positifs donnés^ et où les 
nombres Xi, Xt, . . ., Xj, sont uniquement assujettis aux conditions 

(l) xi>0, X2>0, ..., Xp>0; XjH-XjH HXp=:a, 

a étant un nombre positif donné. Ce produit est le plus grand 
possible quand les nombres Xf, Xt, . . . , x^ sont proportionnels 
à leurs exposants m^, mg, ..., m^. 

RemârquoDS d'abord que le système 

— = — = . • • =s — — 1 X| 4- Xj -+- • • • -+- Xp = a 

îiii wi| mp 



admet une solution unique : 

I X| = 



ami 



Xf = 



w*i -j- m^ -f- . • • H- JUj 
amt 



'H 



(2) \ THi -f- 1»! H \-mp 



amp 

Xp — 



iHi -f- fHi -4- • . • -f- iHp 

et que les valeurs qui composent cette solution sont toutes posi- 
tives; la valeur correspondante de P est 

) X m'J^tm'pt , . .mj' = A. 

Soit maintenant 

( 1 Xj ï^ Xj Xj — — X29 • • • 5 Xp — • Xp 

un système de valeurs vérifiant les conditions (1) autre que le 
système (2), et soit 

Nous allons montrer que F est inférieur à A. 
Considérons, en effet, mj -h wij h h m^) nombres positifs, 

dont mi égaux à — -9 w?a égaux à — • . . ., m- égaux à — ^• 
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Comme ils ne sont pas tous égaux, leur moyenne géométrique 
est moindre que leur moyenne arithmétique. On a donc 



ou 



•••+m^ / P' 



a 



m, 



m 



» ou P'<A. 



p» 



266. Théorème IV. -^ Considérons la somme 

S ^ Xi -h a?i H- • — h Xpy ^ 

les nombres Xi, X|, • • ., Xj, ^/an^ um^uement assujettis aux con- 
ditions 

(1) a:i>0, a?! > 0, ..., X;,'>0; arparj*». . .arj, = a 

(mi, fils, ..., nij, «on< des entiers positifs donnés^ et a est un 
nombre positif donné). Cette somme est la plus petite possible 
quand les nombres Xi, X|, ...^Xp sont proportionnels aux 
nombres mi, fitt « • • • 9 mj^. 

Remarquons d'abord que le système 



Xj Xp 



x"ixr«. . .ar?j. = a 



admet une solution et une seule composée de valeurs toutes 
positives. Cette solution est la suivante : 

(2) Xx = wii^, Xf = wijX, . . ., Xp = m^jX, 

X désignant le nombre 



m 



V" 



a 



im.«nm. 



La valeur correspondante de S est X(mi -h mi -♦-... + m^). Soit 
maintenant 

\oj Xf = «Tf, X3 ^s Xjj • • • ) Xp ^s iCji 

un système de valeurs vérifiant les conditions (1) autre que le 
système (2), et soit 

S' = x;-t-x,'H hx;. 

Nous allons montrer que S' est > X(fiii h- m, 4- • • • 4- mp). 
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Considérons, en effet, 7ni+ wij 4- • • • -h*»? nombres positifs, 

dont nii égaux à — ^ > rwj égaux à -^ 1 • . . , m^ égaux à — ^ - 

Ces nombres n'étant pas tous égaux, leur moyenne arithmétique 
est supérieure à leur moyenne géométrique. On a donc 



IWl + THs 

OU 

s 



IWl -+- wij + • • • -i- m 






>X, ou S'>X(m, + iim---.-hmp)- 



p 



267. Remarque applicable aux quatre théorômee précédents. 
Si les nombres variables oti, x^, ... doivent satisfaire, non - 
seulement aux conditions (1), mais encore à d'autres conditions 
(1)', les théorèmes précédents ne leur sont généralement pas 
applicables. Us restent vrais néanmoins dans le cas particulier 
où le système de valeurs (2) satisfait aux conditions (1)'. Don- 
nons un exemple. 

De tous les triangles ayant même surface S, quel est celui 
qui a le plus petit périmètre ? 

o:, y y z étant les côtés d'un triangle de surface S, on a 



/ x-hy-hz ^^y + z — x ^^ z^-x—y 


x'*l-'=s. 


rosons 

y-hz — x ^ 
2 -^' 


z+a? y _y 
2 


• 

x+y—z ^ 
2 =^' 


d'où 






x = Y-4-Z. 


y = Z-hX, 


2 = X + Y. 


On a dès lors 






a 


r + yH-2 = 2(X-t-Y + Z), 


et 








(X + Y + Z)XYZ = S«, 


» 


Posons maintenant 








X-hY + Z = 3T; 
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les quantités X, Y, Z, T sont assujetties, d'abord aux conditions 
(1) X>0, Y>0, Z>0, T>0; XYZT = -^ , 

o 

et ensuite à la condition 

(ly X-hY-+-Z = 3T; 

mais cette dernière condition est vérifiée par les valeurs 



(2) X = Y = Z = T = 



/ 



C'est donc pour ces valeurs (2) que la somme X -h Y 4- Z -+- T 
est la plus petite possible. Or on a 

le périmètre est donc aussi le plus petit possible pour 

X = Y=Z = T=*/ — > ou pour a: = t/ = z==2*/ — . 

Ainsi, de tous les triangles ayant même surface, c'est le triangle 
équilatéral qui a le plus petit périmètre. 
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* 268. Nous nous proposons, dans ce second appendice, de démon- 
trer les propositions dont nous nous sommes servis aux numéros 
192 et 224. Nous nous appuierons sur le théorème que voici : 

Théorème. — Soit f[x) une fonction continue et admettant une 
dérivée f'(x) également continue dans Vintervalle (a, h) ; si, en outre, 
cette fonction admet une dérivée seconde fix) pour toutes les valeurs 
de X comprises entre a et b, il existe un nombre c compris entre a 
ET b pour lequel on a 

(1 ) f{b)= fia) + (b- «)/"(«) + (*J=£)! f'(c). 

Désignons, en effet, par A le nombre 

f{b)-f{a)-{b-a)f'{a), 
et considérons la fonction 

o{x) = fib) - f{x) -{b- a>)r{x) - ^yA_ (6 _ a,).. 
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Elle est continue dans Tintervalle (a, b) ; elle admet, pour toutes les 
valeurs de x comprises entre a et b, une dérivée 

o^(x) = - n^) + nx) - (& - x)nx) + 2 ^^^ (b - o^) 

= (*— )[(^.-r(«^)]; 

enfin elle s'annule pour x ^ a et pour x z=b. En vertu du 
théorème de Rolle, il existe entre a et ft un nombre c pour lequel 
on a 

(p'(c) = 0. ou (b - c)y^^ ~ rw] = 0, 

d'où Ton tire 

c'est ce qu'il fallait démontrer. 

269. Gomme première application, démontrons que, n étant un 
nombre au moiûs égal à 10^, et h un nombre compris entre et 
i , si l'on pose 

log (» -h A) — log n = ^[loglnH-D — logn]-4--^. 

1 

on a |t)|< — . 

Soit, pour abréger, 

A = log (n -h A) — log n = ML^i-t- ^)' 

B = log(n + i)— logn = ML(i +-^)' 

M étant le module des logarithmes décimaux, de sorte qu'on a 

T, = IO'[A — /jB]. 
En appliquant le théorème précédent à la fonction L(l •+- x) et, 
successivement, à l'intervalle (0, — ), puis à l'intervalle (0, — )» 
on voit qu'il existe deux nombres positifs a?i, a?», tels qu'on ait 

^y '^nj-'n 2n«(iH-a?t)«' 

^V"*"'n/ " n "■ 2«»(1 -h xt)* ' 
dès lors on a 

T, = lO'XMXô-r 1-71—; — vT— 77"; — tI* 
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La quantité entre parenthèses étant moindre en valeur absolue 
que 1 , on a 

h 44 I 22 

lll<»»'XMX2;?<'<''X-iôôX2xTÔî- °" lôÔÔ' 

donc, a fortiori, | tj | est moindre que — • 



270. En second lieu, appelons a la mesure trigonométrique d'un 
angle au moins égal à 6<> et au plus égal à 89« 59' 50", et soit e la 

mesure trigonométriquede Tangle de 10" ( « ,^ ^ _ e J ; p étant 

un nombre compris entre et e, posons 

logsin(a+P) — logsinot = — [logsinfa-he) — logsin a]-f--j^ . 

Nous allons montrer que Ton a | rj < y . ^*ï 

Soit, en effet, 

A = log sin (a H- P) — log sin a = M[L sin (« H- p) — L sin a], 
B = log sin (a + e) — log sin a = M[L sin (a -f- e) — L sin aj, 
de sorte que Ton a 

, = 10'[A-i-B]. 

En appliquant le théorème fondamental à la fonction L sin (a + se) 
et, successivement, à l'intervalle (0, p), puis à Tintervalle (0, e), on 
voit qu'il existe deux nombres a?i, an, compris entre et e, tels 
qu'on ait 

Al 

L sin (a -h P) — L sin a = ô cotg a — ^ .^! , r , 

•^^ ^ ^ 2 sin'(a-t-a?i) 

et 

L sin (a -h s) — L sin a = E cotg a — . . ^, — ; ; 

^ ' ° 2 sin*(a-ha:î) 

dès lors on a 

r, = i0'XMX-2 [gj^.j^^^^j - sin» (a -+-«,7 J" 

Gomme a+opi, a + a?9 sont moindres que -^t la quantité entre 



(*) 11 n'est peut-être pas inutile de faire observer que telle est bien la 
proposition admise au n<» 224. Car, pi étant la mesure, a'vec la seconde 
pour unité, de Tangle dont ^ est la mesure trigonométrique, on a 

10 t 
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parenthèses est moindre en valeur absolue que —z—^ — ' on a donc 

I T, I <i0^xMx4-X-^^, 
' ' 2 sin^ a 

et il suffit de vérifier Tinégalité 

sin« a > iO^ X M X £^ 



ou 



Or on a 



logsin «> 3,5+ -— logMn-log s. 

E < 0,000048482, 
log £ < 5,6855806, 

4-log M < r,8i 88922; 



d'où 



3,5 + -i- log M + log E < r,0044728, 

et il suffit de vérifier que logsin a est supérieur à ce nombre. Or 
on constate que ceci est vrai, pourvu que Tare a, moindre que -^» 
surpasse la mesure trigonométrique de l'angle de 5*48'. 

271. Soit maintenant a la mesure trigonométrique d'un angle 
(que nous supposerons multiple de 40') au moins égal à 6® et au 
plus égal à 84° ; ^ étant un nombre compris entre et e, posons 

log tg (a + p) — log tg a = -^ [log tg (a -4- e) — log tg a] + ^. 

Nous allons montrer que Ton a I ^J < -^' 

Soit 

A = logtg(a + p)-logtga = M[Ltg{a + p)-Ltga], 
B = log tg (a + e) — log tg a = M[L tg (a + e) — L tg a], 
de sorte que l'on a 

En appliquant le théorème fondamental à la fonction L tg (a +a?) 
et, successivement, à l'intervalle (0, P), puis à l'intervalle (0, e), on 
voit qu'il existe deux nombres fl?i, a?2, compris entre et e, tels 
qu'on ait 

, . , , , . 2e 26» cos (2a + 2«!s) 

L tg (a + e) _ L tg a = jj^ — ^jjjj^^ïTl^ ■ 
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On a donc 

Gela posé, distinguons deux cas : 

i° « "< T — &• Les nombres 2a + 2a?i, 2a + 2xi sont alors 
moindres que -^ > et la quantité entre parenthèses est moindre en 

valeur absolue que . , ^ - On a donc 

^ sin* 2a 

|,|<10'XMX2X^,, 
et il suffit de vérifier l'inégalité 

sin«2a>10'XMx4X6S 



ou 



Or on a 



log sin 2a > 3,5 4- ^ ^^g M -h log 2 -h log e. 



3,5 -h— log M + log E < 1 ,0044728, 



d'Où 



log 2 < 0,3010300 ; 



3,5 + 4- log M + log e -f- log 2 < î,3055028. 



2 
et il suffit de vérifier que log sin 2a est supérieur à ce nombre. Or 

TC 

ceci est vrai, pourvu que Tare 2a, moindre que — » surpasse la 
mesure trigonométrique de Tangle -de 11^39' 30', ou que Tare a, 

TU 

inférieur k -r-» surpasse la mesure trigonométrique de Tangle de 
5H9'45\ 

2* a ^ — • Les nombres 2a-H2ai, 2a 4- 2a?2 sont alors supé- 

rieurs à -^ 9 et la quantité entre parenthèses est moindre en 

g 

valeur absolue que . ^ ,^^ — rrrr- H suffit donc, cette fois, de 

^ sm* (2a -H 2e) * 

vérifier Tinégalité 

log sin (2a -+- 2e) ou log sin (ic — 2a — 2s) > 1,3055028, 

inégalité qui a lieu dès que Tare ic — 2a — 2e, moindre que -^ > 
surpasse la mesure trigonométrique de Tangle de 11« 39' 30", ce qui 
revient à dire que Tare 2a, supérieur ou égal à —9 est moindre 

2S 
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que la mesure trigonomé trique de l'angle de <68» 20^ 10*, ou que 
Tare a, supérieur ou égal à -r- , est moindre que la mesure trigono- 
métrique de Tangle de Si» 10' 5". 

272. a étant la mesure trigonométrique d'un angle au plus égal 
à 84<^, et ^ étant un nombre compris entre et e, la dififérence 

B 
8 = log cos a — log cos (« 4- P) — — [log cos a — log cos (a -h e)j 

est en valeur absolue moindre que ^, • Car on a, en posant 

$ = log sin («' 4- e) — log sin {%' -h p') 

— (l — ^) [log sin («' -h e) — log sin <<| 
& V W . 

= -^ [log sin (a' -i- b) — log sin a'] — [log sin (a' +P') — log sin o^, 

dififérence dans laquelle a' est la mesure trigonométrique^ d*un 
angle au plus égal à 89* 59^50* et au moins égal à 5^59' 50"/ 

De même, « étant Ja mesure trigonométrique d*un angle (mul- 
tiple de 10") au moins égal à 6« et au plus égal à 84*, et p étant 
compris entre et e, la différence 

8 = log COtg a — log cptg (a + P) ^ [log COtg a — log COtg (a + s)] 

est en valeur absolue moindre que -^ — Tm • ^^ ^^ *» ^^ posant 

A P^ lu 



a = -^--a'— £, p = E — P': 



« = -^ [log tg (a' -h e) - log tg a'] - [log tg (ûf H- P') - log tg «'], 

et a' est la mesure trigonométrique d'un angle (multiple de tO") au 
moins égal à 5« 59' 50" et au plus égal à 83* 59^ 50". 
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